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R�SUM�

Ce  m�moire sÕattarde sur la th�orie de la discrimination de deuxi�me degr� en termes

de prix (connue aussi sous le nom de tarification non lin�aire) en y ajoutant des �l�ments

nouveaux quant � lÕensemble des strat�gies dÕachat des consommateurs.

Les mod�les standards de tarification non lin�aire (Mussa et Rosen, 1978 ; Maskin et

Riley, 1984 ; Tirole, 1988 ou Wilson, 1993) sont construits � partir dÕhypoth�ses plus ou

moins explicites qui restreignent les strat�gies dÕachat des consommateurs.

La structure du mod�le que nous allons consid�rer est similaire � ceci pr�s que les

consommateurs disposent de plus de strat�gies de d�viation, i.e. ils proc�dent � des achats

multiples.

Une analyse similaire a �t� r�alis�e par Alger (1999) sous lÕhypoth�se que les

consommateurs ont la possibilit� dÕacheter k fois le paquet offert par le monopoleur, o� k

est un nombre r�el.

Notre principale contribution est de mener cette analyse dans le cas plus

vraisemblable o� k est un nombre naturel.

_________________________                                            __________________

Cristiana-Camelia PESCARUS                                             Patrick GONZçLEZ
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Chapitre 1

Introduction

Dans ce travail, nous �laborons plus en avant la th�orie de la discrimination de

deuxi�me degr� en termes de prix en y ajoutant des �l�ments nouveaux quant � lÕensemble

des strat�gies dÕachat des consommateurs. Ce type de discrimination est une pratique assez

courante dans plusieurs industriesÊ: le prix par unit� de bien homog�ne est fr�quemment

fonction de la quantit� demand�e ; un escompte, par exemple, peut �tre accord� pour un

large volume dÕachat.

La fa�on par laquelle la quantit� achet�e d�termine le montant total pay� par les

consommateurs peut prendre plusieurs formes. Par exemple, dans la tarification du

transport ferroviaire, le prix dÕun kilogramme de marchandise transport� sur un kilom�tre

d�pend du poids total, du volume et de la distance parcourue pour chaque cargaison. De

plus, une tarification diff�rente peut �tre appliqu�e si la cargaison doit �tre livr�e dans un

d�lai prescrit. Des dispositions similaires existent �galement dans lÕindustrie du transport

routier ou a�roport�. Les compagnies de transport a�rien offrent souvent des bonifications,

telles que des billets gratuits, bas�es sur lÕaccumulation de ÇÊmilles a�riensÊÈ. La valeur

unitaire de ces billets gratuits augmente plus que proportionnellement avec le nombre de

ÇÊmilles a�riensÊÈ utilis�s pour les acqu�rir.

Lorsque le prix est constant, le montant total pay� par les consommateurs pour le bien

ou pour le service re�u (le tarif) est une fonction lin�aire de la quantit� quÕil ach�te. Par

contre, lorsque le prix moyen pay� par unit� homog�ne de bien d�pend de lÕintensit� de la

demande des consommateurs nous parlons de tarification non lin�aire.

Les mod�les standards de tarification non lin�aire1 sont calqu�s sur lÕanalyse

marshallienne traditionnelle des march�sÊ: le producteur �tablit un ensemble de prix et les

                                                  
1 Voir, par exemple, Mussa et Rosen, 1978 ; Maskin et Riley, 1984 ou Wilson, 1993.
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consommateurs choisissent les quantit�s quÕils d�sirent � ces prix. Quand la discrimination

intervient, la tarification prend la forme de couples (q, t), o� q repr�sente la quantit� et t le

montant total � payer pour cette quantit� (une tarification uniforme consiste en un prix

constant p = t/q). Ces mod�les sont construits � partir dÕhypoth�ses plus ou moins explicites

qui restreignent les strat�gies dÕachat des consommateurs. En particulier, il est facile de

d�montrer que la tarification non lin�aire est impraticable si les consommateurs ont acc�s �

un march� secondaire o� la revente est permise. Afin dÕillustrer que le producteur est en

mesure dÕemp�cher la revente de ses produits, il est g�n�ralement suppos� quÕil observe les

achats des consommateurs et, en particulier, que ces derniers sont contraints de r�aliser leur

demande en un seul achat imm�diatement suivi de la consommation.

Dans le mod�le que nous allons consid�rer, nous conservons lÕhypoth�se dÕabsence

de revente mais, en revanche, nous supposons que le producteur nÕest pas en mesure de

contr�ler les achats des consommateurs. LÕensemble des strat�gies des consommateurs

devient alors tr�s complexe ; ainsi, m�me si le producteur discriminant est en mesure

dÕemp�cher lÕ�mergence dÕun march� secondaire (la revente entre les consommateurs), il se

peut quÕil soit toutefois incapable de contr�ler les quantit�s acquises au total par chaque

consommateur au terme dÕachats r�p�t�s. Le producteur fixe une tarification,

�ventuellement complexe, et les consommateurs sont alors libres dÕexploiter cette

tarification � leur convenance en combinant plusieurs �l�ments de cette tarification gr�ce �

des achats r�p�t�s.

M�me si le producteur est en mesure de contr�ler les achats des consommateurs, il

nÕest pas s�r quÕil soit optimal de d�ployer de co�teuses ressources de surveillance en ce

sens. En effet, la discrimination de deuxi�me degr� fonctionne dans la mesure o� le

producteur est capable de sÕengager � une tarification fixe et non ren�gociable. �tant donn�

que cette tarification d�termine lÕachat dÕune quantit� inefficace pour certaines cat�gories

de consommateurs (telle que les taux marginaux de substitution des consommateurs et de

substitution technique de la firme diff�rent), le producteur sera tent� de ren�gocier avec

certains consommateurs une fois que ceux-ci ont signal� leur demande en choisissant un

couple ÇÊprix Ð quantit�ÊÈ. Cette ren�gociation, au b�n�fice des deux parties, est tr�s
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difficile � proscrire par contrat ex ante.  Si elle est anticip�e, cette possibilit� de

ren�gociation peut annuler les incitations d�termin�es par la tarification. Donc, le

producteur cherchera � assurer son pouvoir de march� par la d�finition dÕune tarification

fixe quÕil prot�gera de son mieux contre toute possibilit� de ren�gociation (conjecture de

Coase). Couramment, par exemple, les ventes sont confi�es � une troisi�me partie Ð un

distributeur. Celui-ci repr�sente un tampon entre le producteur et les consommateurs, ce qui

rend la ren�gociation tr�s difficile. Par contre, le distributeur ne b�n�ficiera pas de la rente

g�n�r�e par la tarification et par cons�quent, nÕa g�n�ralement aucune incitation � pr�venir

les consommateurs dÕacheter plusieurs fois. En d�finitive, en essayant de se prot�ger contre

la ren�gociation, le producteur perd le contr�le sur les quantit�s achet�es par chaque

consommateur. Une tarification optimale est susceptible de proc�der � un arbitrage non

trivial entre ces deux effets.

Ë titre dÕexemple, consid�rez le cas des grands supermarch�s qui offrent souvent des

rabais pour certains produits tout en limitant par contre la quantit� que les consommateurs

peuvent en acheter. Une fois la limite impos�e par le supermarch� d�pass�e, le prix unitaire

augmente avec la quantit� achet�e. Les supermarch�s offrent ces rabais afin dÕattirer les

consommateurs. M�me sÕils font des pertes sur les produits offerts en rabais, ils comptent

en gagner sur lÕensemble des achats des consommateurs. Mais ils ne peuvent pas permettre

� un consommateur dÕacheter une grande quantit� exclusivement du produit en rabais car

ils feraient alors certainement des pertes. �tant donn� que les ventes sont anonymes, le

consommateur pourrait potentiellement revenir acheter plusieurs fois afin dÕobtenir la

quantit� d�sir�e en payant le prix r�duit mais cela g�n�re bien s�r des co�ts qui pourraient

sÕav�rer prohibitifs.

Nous pensons que lÕint�gration dÕun ensemble de strat�gies plus riche pour les

consommateurs donnera des r�sultats significativement diff�rents de ceux trouv�s dans

lÕanalyse standard de la tarification non lin�aire.

Une analyse similaire quoique simplifi�e a �t� r�alis�e par Ingela Alger (1999) qui

caract�rise une liste de paquets (combinaisons prix Ð quantit�) offerts par le monopoleur

lorsque les consommateurs peuvent acheter plusieurs paquets ou acheter un paquet



Une tarification non lin�aire robuste

4

conjointement avec dÕautres consommateurs ou les deux dans une situation o� il y a

seulement deux types des consommateurs. Alger montre que m�me si lÕarbitrage parfait

emp�che toute forme de discrimination en termes de prix, lÕarbitrage partiel (soit les achats

multiples, soit les achats conjoints) peut conduire le monopoleur � appliquer une

discrimination en termes de prix encore plus prononc�e. Dans son analyse, Alger suppose

que les consommateurs peuvent pratiquer les achats multiples en achetant nÕimporte quel

nombre r�el de paquets. Notre principale contribution est de faire cette analyse dans le cas

discret, o� le nombre dÕachats est un nombre naturel, qui est beaucoup plus proche de la

r�alit�.

Non seulement les mod�les existants seront raffin�s (un point important �tant donn�

lÕint�r�t croissant de tester empiriquement le comportement du producteur en mati�re de

prix) mais cette analyse apportera des connaissances normatives pr�cieuses pour ceux qui

pratiquent ces techniques.

Ce travail est divis� comme suit. Dans la premi�re section nous pr�sentons de fa�on

g�n�rale la discrimination en termes de prix en insistant particuli�rement sur celle de

deuxi�me degr�. Dans la seconde section, nous proc�dons � un bref survol des mod�les

dÕautos�lection auxquels sÕapparente le mod�le que nous d�veloppons. Le mod�le est

ensuite pr�sent� et nous introduisons la notion de robustesse dÕune allocation que nous

exploiterons. Deux exemples num�riques seront propos�s.
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Chapitre 2

La discrimination en termes de prix

Il y a  discrimination en termes de prix lorsque le producteur peut vendre diff�rentes

unit�s dÕoutput � des prix diff�rents. Il est fr�quent que le m�me produit ou le m�me service

soit vendu � des prix diff�rents � diff�rents consommateurs. Par exemple, dans un syst�me

de sant� priv�, le montant pay� par un patient � son m�decin peut d�pendre du fait que le

patient est riche ou pauvre, assur� ou non. Le prix du m�me bien peut varier dÕune r�gion �

lÕautre sans que ces diff�rences de prix soient justifi�es par des diff�rences significatives

dans les co�ts de production.  De plus, lorsque le producteur offre un escompte en fonction

de la quantit� achet�e, le m�me bien peut �tre vendu � des prix diff�rents au m�me

consommateur.

De mani�re g�n�rale, le producteur pratique la discrimination en termes de prix dans

le but de sÕapproprier la plus grande partie du surplus des consommateurs et dÕaccro�tre

ainsi ses profits. Les d�finitions formelles de la discrimination en termes de prix abondent.

Nous retiendrons celle de Tirole (1988)Ê:

Le producteur discrimine en termes de prix quand deux unit�s du m�me

bien physique sont vendus � des prix diff�rents, soit au m�me

consommateur, soit � des consommateurs diff�rents.

�videmment, cette d�finition exclue le cas o� les diff�rences en termes de prix entre

les consommateurs refl�tent des diff�rences dans les co�ts engendr�s par le fait de servir

ces consommateurs. Tirole �voque le cas dÕun producteur de ciment qui dessert un certain

territoire et qui est int�gr� verticalement (il offre aussi le transport pour sa marchandise).
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Dans une telle situation, un prix uniforme est discriminatoire alors quÕun prix qui refl�te les

diff�rences de co�t de transport � des clients plus ou moins �loign�s de lÕusine ne lÕest pas.2

La capacit� dÕun producteur de discriminer sa client�le est directement reli�e � la

capacit� dÕarbitrage des consommateurs. Nous distinguerons entre deux types dÕarbitrage.

Le premier type dÕarbitrage est associ� � la possibilit� de transfert de la marchandise.

Si les co�ts dÕarbitrage entre les consommateurs sont n�gligeables et que le producteur

pratique la discrimination, les consommateurs pouvant acheter � un prix bas revendront le

produit � ceux qui ne peuvent lÕavoir que pour un prix �lev�. Ils sont alors en mesure de

sÕapproprier une partie du surplus quÕesp�rait r�colter le producteur. Par exemple, quand le

producteur offre un escompte en fonction de la quantit� achet�e, seul le consommateur

b�n�ficiant du prix le plus bas ach�tera le produit, directement du producteur, et il le

revendra ensuite aux autres consommateurs � un prix marginalement inf�rieur � celui

demand� par le producteur � ces consommateurs. Donc, si lÕarbitrage entre les

consommateurs est parfait, le producteur doit n�cessairement recourir � une tarification

uniforme. Ce sont les co�ts de transaction entre consommateurs qui nous indiqueront si la

discrimination en termes de prix est faisable ou non. Ce type dÕarbitrage est impossible

dans le cas des services non transf�rables, tels que les services m�dicaux personnalis�s.

Le second type dÕarbitrage est associ� avec la possibilit� de transfert de la demande

entre diff�rents couples (q, t) offerts aux consommateurs par le producteur. Dans ce cas, il

nÕy a aucun transfert physique de biens entre les consommateurs. Les consommateurs

choisissent tout simplement entre les diff�rents couples offertsÊ: ÇÊprix Ð quantit�ÊÈ. Si les

go�ts des consommateurs diff�rent, le producteur essaie dÕ�tablir un couple ÇÊprix Ð

quantit�ÊÈ3 pour chaque consommateur.

                                                  
2 La discrimination est aussi possible lorsque des produits diff�renci�s sont vendus � diff�rents consommateurs. Le

producteur peut offrir diff�rentes qualit�s du service dans le but dÕavoir une meilleure information sur les pr�f�rences des

consommateurs et, par cons�quent, r�ussir � sÕapproprier leur surplus en les s�parant en groupes distincts.

3 Ou Çprix - qualit� È cf. Mussa & Rosen (1978).
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En situation dÕinformation compl�te, cÕest-�-dire lorsque le producteur est en mesure

dÕobserver les pr�f�rences de chaque consommateur, une telle discrimination parfaite (dite

de premier degr�) est possible. En information incompl�te, si, par exemple, le producteur ne

conna�t que la distribution des pr�f�rences, il doit sÕassurer que chaque consommateur

choisira de fait le couple (q, t) qui a �t� con�u pour lui et non celui con�u pour un autre

consommateur. Dans lÕexemple pr�c�dent, tout consommateur serait en mesure dÕobtenir le

meilleur prix en pr�tendant �tre dot� des pr�f�rences associ�es � ce meilleur prix.

Par rapport � leurs implications sur la discrimination, les deux types dÕarbitrage

�voqu�s sont tr�s diff�rents. La possibilit� de transfert de la marchandise a tendance �

emp�cher la discrimination alors que la possibilit� de transfert de la demande peut inciter le

producteur � accentuer la discrimination.

 2.1.  La discrimination de premier degr�

Pigou (1920) distingue trois types de discrimination en termes de prix. Le mod�le que

nous d�veloppons plus loin illustre une forme particuli�re de discrimination de deuxi�me

degr�. Nous pr�senterons ici, au pr�alable, les deux autres types de discrimination.

Il y a discrimination au premier degr� (ou discrimination parfaite) lorsque chaque

unit� marginale est vendue au consommateur qui a la plus forte propension marginale �

payer. Si nous faisons abstraction du probl�me de n�gociation des �changes, en supposant

que le producteur est en mesure dÕen imposer les termes, le producteur exigera le prix

maximum que ce consommateur est dispos� � payer pour cette unit�. Le producteur

parvient ainsi � sÕaccaparer la totalit� du surplus des consommateurs.

Le niveau dÕoutput obtenu est efficace au sens de Pareto, tout comme dans le cas de

la concurrence parfaite. Un producteur qui discrimine parfaitement en termes de prix doit

produire un niveau dÕoutput pour lequel le prix �gale le co�t marginalÊ: si le prix est

sup�rieur au co�t marginal, cela signifie quÕil existe une personne dispos�e � payer un

montant sup�rieur au co�t de production pour une unit� suppl�mentaire dÕoutput et, par
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cons�quent, que le producteur devrait produire cette unit� suppl�mentaire et la vendre �

cette personne. Quoique la somme des surplus du producteur et des consommateurs soit

maximis�e4, cÕest le producteur qui b�n�ficie de la totalit� du surplus social, alors que

lÕallocation est invers�e dans le cas de la concurrence parfaite.

La discrimination parfaite est surtout un concept th�orique, au demeurant fort

int�ressant du point de vue analytique, car elle constitue un syst�me dÕallocation des

ressources diff�rent de la concurrence parfaite mais qui r�alise aussi une allocation efficace

au sens de Pareto.

En pratique, il existe tr�s peu dÕexemples concrets de discrimination parfaite. Le

producteur peut discriminer parfaitement si, par exemple, les consommateurs ont des

demandes unitaires (ils consomment une seule unit� ou rien) et le producteur conna�t

exactement le prix de r�serve de chaque consommateur (le prix maximal que le

consommateur est pr�t � payer pour avoir le bien). Le producteur fixera un prix

individualis� pour chaque consommateur et ce prix individualis� sera �gal au prix de

r�serve de chaque consommateur.

 2.2.  La discrimination de troisi�me degr�

CÕest la forme la plus fr�quente de discrimination en termes de prix. Si le producteur

peut observer certains signaux li�s aux pr�f�rences des consommateurs (lÕ�ge, la

profession, la localisation, etc.) et sÕil peut utiliser ces signaux pour discriminer en termes

de prix, nous parlons de la discrimination de troisi�me degr�. En se basant sur cette

information, le producteur est en mesure de r�partir la demande agr�g�e en m ÇÊgroupesÊÈ

ou ÇÊmarch�sÊÈ auxquels il peut assigner des prix diff�rents. Cependant, la tarification

demeure uniforme dans chaque groupe.

                                                  
4 Une condition �quivalente � lÕefficacit� au sens de Pareto dans le cas o� les pr�f�rences des consommateurs sont quasi-
lin�aires.
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Ce type de tarification est courant comme en t�moigne par exemple les tarifs

pr�f�rentiels offerts aux personnes �g�es et aux �tudiants. Les rabais offerts par les

producteurs aux �tudiants et aux personnes �g�es ne refl�tent g�n�ralement aucune

intention redistributive mais plut�t la perception du producteur de lÕ�lasticit� de la demande

de chacun de ces groupes. Le producteur discriminant cherchera � pratiquer un prix faible

pour les consommateurs sensibles au prix et un prix �lev� pour ceux qui sont relativement

insensibles au prix (la r�gle de Ramsey).

La discrimination de troisi�me degr� explique aussi pourquoi le prix des services

m�dicaux et l�gaux est fix� en fonction du revenu du client ou du montant couvert par

lÕassurance ; le fait que le prix r�gional des biens ne refl�te pas toujours les co�ts de

transport et les taxes dÕimportation ; ou le fait que les nouveaux abonn�s � une revue

peuvent b�n�ficier dÕun rabais.

Le producteur profite toujours de la discrimination puisquÕil accro�t ainsi lÕensemble

des instruments dont il dispose (les prix) pour extraire le surplus des consommateurs (si

cela sÕav�re optimal, le producteur peut toujours appliquer un prix uniforme sur tous les

march�s comme un cas d�g�n�r� de discrimination de troisi�me degr�). Par rapport � une

tarification uniforme, la discrimination de troisi�me degr� affecte diff�remment lÕutilit� des

consommateurs selon lÕ�lasticit� de leur demande. Ceux dont lÕ�lasticit� de la demande est

faible doivent payer un prix relativement plus �lev� ; ils pr�f�reraient donc un r�gime de

prix uniforme. En revanche, les consommateurs dot�s dÕune forte �lasticit� de la demande

pr�f�reront une tarification discriminatoire puisquÕils obtiennent ainsi un prix plus faible.

La discrimination de troisi�me degr� redistribue le surplus social au profit du

producteur et des consommateurs � forte �lasticit�. Cependant, contrairement � la

discrimination parfaite, elle r�duit lÕampleur du surplus social si lÕoutput total nÕaugmente

pas. La discrimination de troisi�me degr� fait en sorte que le taux marginal de substitution

diff�re dÕun consommateur � lÕautre et, par cons�quent, si le but suivi est de distribuer une

certaine quantit� de bien entre les consommateurs, le surplus social sera inf�rieur

comparativement au cas du prix uniforme. Donc, une condition n�cessaire pour que la

discrimination de troisi�me degr� soit pr�f�r�e du point de vue social au prix uniforme est
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que lÕoutput total augmente. En g�n�ral, la discrimination de troisi�me degr� permet au

producteur dÕaccro�tre lÕoutput sans diminuer ses profits en vendant sa production

exc�dentaire (par rapport � son niveau de production sous une tarification uniforme) � un

prix plus faible aux consommateurs � forte �lasticit�. DÕautre part, en autorisant de plus

larges profits, elle peut rendre compatibles viabilit� financi�re et efficacit� de la production

dans le cas des entreprises produisant dans la partie d�croissante de leur courbe de co�t

moyen.

En d�finitive, les effets de la discrimination de troisi�me degr� sur le bien-�tre global

demeurent ambigus parce quÕils incluent des effets redistributifs importants. On doit

comparer les pertes subies par les consommateurs dot�s dÕune �lasticit� peu �lev�e versus

les gains obtenus par les consommateurs dot�s dÕune forte �lasticit� et lÕaccroissement des

profits du producteur. Par exemple, lÕinterdiction l�gale de la discrimination peut �tre

inappropri�e si cela conduit � la fermeture de certains march�sÊ: lÕimposition dÕoffrir un

prix uniforme entra�ne une augmentation de prix pour les consommateurs dot�s dÕune

�lasticit� �lev�e et une diminution de prix pour ceux dot�s dÕune �lasticit� faible ; un prix

plus �lev� pour les consommateurs avec une forte �lasticit� peut les conduire � ne plus

acheter le bien.

 2.3.  La discrimination de deuxi�me degr�

Comme nous lÕavons d�j� mentionn�, la discrimination de deuxi�me degr� est aussi

connue sous le nom de tarification non lin�aireÊ: le prix par unit� dÕoutput nÕest pas

constant mais d�pend de la quantit� totale achet�e. Cette forme de discrimination est

fr�quemment utilis�e dans le cas de services publics comme lÕ�lectricit�, mais on la

retrouve �galement dans tous les cas o� le producteur est en mesure de contr�ler, au moins

en partie, la revente de son produit. Les structures de tarification des parcs dÕattraction ou

des stations de ski, par exemple, comportent fr�quemment des �l�ments apparent�s � la

discrimination de deuxi�me degr�.
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Couramment, un escompte est offert soit sous la forme dÕun prix plus bas pour les

unit�s marginales, soit sous la forme dÕun prix plus bas pour toutes les unit�s si la quantit�

achet�e est suffisamment grande. Cependant, il nÕest pas rare quÕun escompte soit accord�

pour des achats de petite quantit� comme en t�moigne la vogue des �chantillons Ð essais.

On peut concevoir abstraitement ce type de tarification de la mani�re suivanteÊ: le

producteur offre un menu de couples (q, t) diff�rents parmi lesquels chaque consommateur

peut librement choisir celui quÕil pr�f�re. En g�n�ral, pour que lÕintroduction de la

tarification non lin�aire soit possible, trois conditions doivent �tre satisfaites :

· le producteur doit disposer dÕun certain pouvoir de monopole afin dÕ�tre en mesure de

fixer ses prix au-dessus du co�t marginal ;

· la revente sur le march� doit �tre tr�s limit�e, absente ou contr�l�e par le producteur ;

· le producteur doit pouvoir contr�ler les achats des consommateurs.

Par ailleurs, afin de pouvoir tirer avantage dÕune tarification non lin�aire, le

producteur aura int�r�t � conna�tre au moins la distribution agr�g�e des pr�f�rences des

consommateurs.

Le recours � une tarification non lin�aire est motiv�, dÕune part, par lÕh�t�rog�n�it�

des pr�f�rences de lÕensemble des consommateurs. Elle permet une allocation plus efficace

des biens produits puisque les consommateurs peuvent adapter leurs achats en fonction de

leurs pr�f�rences. DÕautre part, la tarification non lin�aire peut �tre aussi utile afin

dÕexploiter des �conomies dÕ�chelle. La tarification non lin�aire est fr�quente m�me sur les

march�s concurrentiels. Par exemple, les journaux et les magazines offrent souvent des

escomptes pour attirer les clients qui y font la publicit� de leurs produits. Sinon ceux-ci

utiliseraient des services substituts disponibles comme la t�l�vision.

Le plus simple exemple de tarification non lin�aire est le tarif affine en deux partiesÊ:

le consommateur paie initialement des frais fixes pour la premi�re unit� achet�e (souvent

justifi�s comme �tant des frais dÕabonnement, dÕacc�s ou dÕinstallation) plus un prix

constant pour chaque unit� suppl�mentaire achet�e (la partie variable du tarif). Nous avons

donc, t(q) = A + pq  o� A  repr�sente les frais fixes. Le tarif en deux parties ressemble
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beaucoup � un escompteÊ: le prix moyen du bien ( pm =  p
q
A
+  ) d�cro�t avec le nombre q

dÕunit�s achet�es.

Le tarif en deux parties est souvent utilis� lorsque le producteur offre des biens

compl�mentaires. Par exemple, un rasoir et les lames ou un appareil photo et les films. Le

producteur qui offre des rasoirs et des lames vend le rasoir � un prix et les lames � un autre

mais le prix quÕil fixe pour les lames influence la demande pour les rasoirs et vice versa. En

fait, dans la mesure o� seul un rasoir dot� dÕune lame constitue un bien �conomique �

valeur positive, le prix du rasoir repr�sente les frais fixes, alors que le prix des lames

(lesquelles peuvent �tre consomm�es en quantit�s diff�rentes en fonction de lÕintensit� de la

demande des consommateurs) constitue la partie variable.

Un autre exemple de tarif en deux parties est celui dÕun parc dÕattractions. Les

consommateurs doivent souvent payer un prix pour les billets dÕentr�e au parc et un autre

prix pour les attractions. Le prix que les consommateurs sont dispos�s � payer pour entrer

dans le parc d�pend du prix quÕils devront payer pour les attractions.

La raison principale de la popularit� du tarif en deux parties est sa simplicit�. Ainsi il

est souvent possible de reproduire lÕallocation induite par une tarification tr�s complexe �

lÕaide de menus de tarifications affines.

En discriminant au troisi�me degr�, le producteur est capable de diviser le march� en

m classes des consommateurs en se basant sur des signaux directs, mais il nÕest pas capable

de discriminer entre les consommateurs du m�me groupe (soit � cause de la demande

unitaire, soit � cause de lÕarbitrage). Dans le cas de la discrimination de deuxi�me degr�, le

monopoleur conna�t la distribution des pr�f�rences des consommateurs dans un groupe

mais il ne conna�t pas les pr�f�rences de chaque consommateur pris individuellement. Par

cons�quent, le producteur va structurer la tarification de mani�re telle que les

consommateurs r�v�lent dÕeux-m�mes cette information par leurs choix. PuisquÕelle fait

intervenir une r�v�lation endog�ne dÕinformation, la discrimination de deuxi�me degr� est

souvent repr�sent�e sous la forme dÕun jeu Bayesien (i.e. un jeu o� les pr�f�rences de

certains joueurs sont inconnues des autres joueurs mais o� les a priori bayesiens des
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joueurs non inform�s sont de connaissance commune parmi tous les joueurs). Dans la

section suivante, nous d�crivons la classe des mod�les dÕautos�lection qui ont �t�

d�velopp�s pour analyser cette situation.
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Chapitre 3

Les mod�les dÕautos�lection

Les mod�les dÕautos�lection repr�sentent lÕune des grandes familles de mod�les de la

th�orie des contrats. Ils sÕappliquent pour mod�liser des situations dÕ�change o� lÕasym�trie

dÕinformation entre les agents �conomiques joue un r�le important.

Par exemple,

- en assurance-vie, les assur�s sont mieux inform�s de leur �tat de sant� (et donc, de leur

risque de d�c�s) que lÕassureur.

- les banques font face � des emprunteurs dont elles ne peuvent cerner quÕimparfaitement

les risques de faillite.

- lÕ�tat, qui �tablit le cadre l�gal des entreprises publiques, est moins inform� que celles-

ci sur leur productivit� ou leur structure de co�ts.

Si nous analysons le mod�le dÕ�quilibre g�n�ral en tant quÕinstrument descriptif, nous

r�alisons rapidement quÕil pr�sente plusieurs limitesÊ:

· les agents nÕinteragissent que par lÕinterm�diaire du syst�me de prix sur lequel ils nÕont

aucune influence ;

· nous ne trouvons nul part une description de lÕorganisation des institutions qui r�gissent

les relations �conomiques (les entreprises sont tout simplement r�duites � un ensemble

de production) ;

· les asym�tries dÕinformations jouent seulement un r�le passif.

Depuis toujours, les �conomistes ont reconnu la formidable complexit� des

allocations efficaces et lÕampleur de la quantit� dÕinformation n�cessaire pour les identifier.

Dans un �quilibre de march� concurrentiel parfait, le m�canisme de prix est suffisant pour

identifier une telle allocation et inciter les agents �conomiques � lÕimplanter. Hors de ce

paradigme, les probl�mes dÕinformation retrouvent toute leur acuit�. Cette prise de

conscience a conduit � la naissance de la th�orie des contrats dans les ann�es soixante-dix
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(�galement appel�e lÕ�conomie de lÕinformation) et, plus particuli�rement, au

d�veloppement du mod�le dit de ÇÊPrincipal Ð AgentÊÈ.

Les mod�les de la th�orie des contrats pr�sentent g�n�ralement les caract�ristiques

suivantesÊ:

· Ce sont, pour la plupart, des mod�les dÕ�quilibre partiel.

· Ils d�crivent les interactions dÕun petit nombre dÕagents, souvent deux comme dans le

cas du mod�le de Principal Ð Agent �l�mentaire.

· Ils r�sument les propri�t�s du cadre institutionnel pr�valant � travers un contrat qui peut

�tre explicite (un document sign� garanti par un tribunal ou par le d�sir quÕont les

agents de maintenir leur bonne r�putation) ou implicite (un syst�me de normes de

comportement ).

·  Ces mod�les font une utilisation intensive de la th�orie des jeux en information

asym�trique (le mod�le Principal Ð Agent). Les parties ont une croyance commune a

priori sur lÕinformation dont elles ne disposent pas et r�visent cette croyance au fur et �

mesure du d�roulement du jeu.

Le mod�le Principal Ð Agent met en relation deux agents �conomiquesÊ: la partie

inform�e, qui d�tient une information pertinente pour la bonne conduite des �changes et qui

est appel�e lÕAgent et la partie non inform�e quÕon appelle le Principal. Dans les mod�les

dÕautos�lection, la partie non inform�e (le Principal) ne conna�t quÕimparfaitement les

caract�ristiques de la partie inform�e (lÕAgent). Par contre, cÕest le Principal qui a

lÕinitiative et propose le contrat. Dans le cas de la discrimination de deuxi�me degr�, le

producteur (la partie non inform�e) offre un menu des couples (q, t) et le consommateur (la

partie inform�e) choisit celui quÕil pr�f�re.

Nous proposons lÕexemple suivant (que nous analyserons plus loin) inspir� par

Salani� (1994)Ê: le principal est un marchand de vin et lÕagent, un acheteur. LÕagent peut

consommer le vin en grande quantit� ou non, selon lÕintensit� relative de sa demande. Il y a

donc deux types dÕagentsÊ: un agent qui est pr�t � d�penser beaucoup pour consommer du

vin (lÕagent de type 2) et un agent qui aime moins le vin ou qui dispose dÕun portefeuille
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plus modeste (lÕagent de type 1). Le principal nÕest pas capable de distinguer entre les deux

types dÕagent.

�tant donn� que lÕagent de type 2 est pr�t � d�penser plus que lÕagent de type 1 pour

consommer du vin, le principal segmentera le march� en offrant deux quantit�s de vinÊ:

- une quantit� q1 pour un tarif � d�bourser t1,

- une quantit� q2 pour un tarif t2,

avec q2 > q1 et t2 > t1.

LÕagent de type 2 choisira (q2, t2) et lÕautre (q1, t1). On dit que les deux types dÕagent

se sont r�v�l�s par leur choix de quantit�.

La th�orie des m�canismes de r�v�lation est � la base de lÕ�tude des mod�les

dÕautos�lection. Dans ses grandes lignes, elle fonctionne comme suitÊ:

· n agents i = 1, É , n caract�ris�s par un vecteur de param�tres q i ë  Qi qui constitue

lÕinformation priv�e de chaque agent et quÕon appelle souvent leur type.

·  un centre qui cherche � implanter une allocation des ressources aussi ÇÊbonneÊÈ que

possible5, allocation qui d�pend des caract�ristiques qi  des agents.

Pour parvenir � ses fins, le centre impose un m�canismeÊ: (y(.), M1, É, Mn) qui se

compose dÕun espace de messages Mi pour chaque agent i et dÕune fonction y(.) de

M1 ««... Mn dans lÕespace des allocations. La fonction y(.) = (y1(.),É, yn(.)) d�termine les

allocations des n agents en fonction des messages quÕils ont envoy�s. Ces allocations sont

g�n�ralement des vecteurs.

Les agents, connaissant la fonction y(.), jouent un jeu dÕannonces o� les espaces Mi

sont leurs ensembles de strat�gies et la fonction y(.) d�termine lÕallocation finale et donc,

leurs utilit�s. Ë lÕ�quilibre du jeu6, lÕagent i choisit un message *
im  dans Mi et lÕenvoie au

                                                  
5 Le centre peut �tre une institution b�n�vole, comme le gouvernement, qui cherche � maximiser le surplus social ou un
organisme priv�, comme un monopole, qui cherche � maximiser ses profits.
6 Les concepts dÕ�quilibre retenus dans la litt�rature varient. On distingue notamment les m�canismes en strat�gies
dominantes qui sont construits de mani�re telle que les croyances des individus nÕinfluencent pas lÕallocation finale et les
m�canismes en strat�gies bayesiennes qui reposent sur lÕ�tablissement dÕun syst�me de croyances satisfaisant la r�gle de
Bayes.
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centre qui impose alors lÕallocation y( *
1m , É, *

nm ).  Dans notre exemple, lÕacheteur choisit

la quantit� quÕil d�sire acheter et paie le prix �tabli par le producteur pour cette quantit�.

En g�n�ral, le message choisi par lÕagent i d�pendra de son information Ii, qui

comprend sa caract�ristique qi mais peut �tre plus riche (ce sera le cas, par exemple, si les

types des agents ne sont pas ind�pendants). Les messages dÕ�quilibre seront donc des

fonctions *
im (Ii) et lÕallocation mise en Ïuvre sera

*y (I1,É, In) = y( *
1m (I1),É, *

nm (In)).

Les mod�les qui nous int�ressent constituent un cas particulier de la th�orie g�n�rale

des m�canismes. Le principal y joue le r�le du centre et lÕinformation I de lÕagent se r�duit

� son type q.

Compte tenu du m�canisme (y(.), M), lÕagent choisit son annonce de mani�re �

maximiser son utilit� u(y,q)Ê:

*m (q) ë  arg max mi ë Mi u(y(m), q)

et il obtient donc lÕallocation

*y (q) = y( *m (q)).

Par le principe de r�v�lation7, nous pouvons nous limiter, sans perte de g�n�ralit�, �

ne consid�rer que des m�canismes directs o� lÕespace des messages est limit� � Qi pour

chaque agent en autant que lÕallocation propos�e satisfasse les contraintes dites

ÇÊdÕincitationÊÈ (IC). Ces contraintes assurent que lÕagent nÕa rien � gagner en mentant �

propos de son type qi.

Reprenons lÕexemple du marchand de vin qui offre diff�rentes quantit�s de vins pour

diff�rents prix afin dÕextraire une plus grande partie du surplus des consommateurs dont les

go�ts diff�rent. LÕutilit� de lÕagent est U = qq - t, o� q est la quantit� achet�e et q repr�sente

lÕutilit� marginale du vin. Deux valeurs de q sont possiblesÊ: q1 < q2 o�  q2 est le type des

consommateurs qui ach�tent en grande quantit� ; la probabilit� a priori que lÕagent soit de

                                                  
7 Pour plus dÕinformation sur le principe de r�v�lation voir Salani� (1994).
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type 1 (ou la proportion de type 1 dans la population) est l. Si nous fixons deux couples

(U1,q1) et (U2,q2), nous obtenons un syst�me lin�aire en (q, t).
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Puisque q1 ¹ q2, ce syst�me est inversible et nÕa quÕune seule solution.

Par cons�quent, les courbes dÕindiff�rence des diff�rents types dÕagent ne se croisent

quÕune fois dans le plan (q, t)8. Ë quantit� �gale, les consommateurs de type 2 sont pr�ts �

payer plus pour un accroissement de quantit� que ceux de type 1.

Le principal est un monopole local sur le march� du vin dot� dÕune fonction de co�t

C(q). Nous supposons que C est deux fois  diff�rentiable et strictement convexe, de m�me

que ( ) 00 =¢C  et C¢ (¥) = ¥.

Le principal cherche � maximiser ses profits, soit la diff�rence entre ses recettes et ses

co�ts de production t Ð C(q).

Le d�roulement de lÕ�change entre le principal et lÕagent est le suivantÊ:

1. Le principal propose un menu de tarification (q(q), t(q)) � lÕagent ;

2. LÕagent accepte ou refuse la tarification. Un refus met fin � lÕ�change.

3. LÕagent envoie un message m � propos de son type.

4. LÕagent ach�te q(m) contre un transfert t(m).

Si le principal pouvait observer le type q de lÕagent ou sÕil �tait persuad� que lÕagent

choisirait toujours de dire la v�rit� en toutes circonstances, le principal offrirait un contrat

tel que, pour tout q,

(q(q), t(q)) arg max q,t t Ð C(q)

sous la contrainteÊ: qq Ð t ³ 0.

Un tel contrat implique que la production est efficace puisque le co�t marginal de

production C¢ (q) sera �gal � lÕutilit� marginale de lÕagent q. Par ailleurs, lÕagent obtient

une utilit� de 0 de sorte que le principal parvient � sÕaccaparer tout le surplus social. Ce

contrat optimal, en fait, constitue un exemple de discrimination parfaite.
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Ici, on suppose que le principal conna�t l mais ignore le v�ritable type de lÕagent. Il

est facile de voir que le contrat pr�c�dent ne parviendra plus � implanter lÕallocation

efficace choisie par le principal. En effet, puisque q1q1 Ð t1 = 0 et que q2 > q1, nous avons

imm�diatement queÊ:

q2q1 Ð t1 > 0 = q2q2 Ð t2.

Donc, lÕagent de type q2 aura toujours int�r�t � rapporter une valuation marginale de

type q1. Le m�canisme nÕest pas autos�lecteur et nÕinduit pas la r�v�lation des pr�f�rences.

Parmi toutes les allocations possibles, le principal devra donc se restreindre � celles

qui respectent les contraintes dites dÕincitation.

Dans ce contexte, le probl�me du principal devient le suivantÊ:

max t1,q1,t2,q2    (l(t1 Ð C(q1)) + (1 - l)(t2 Ð C(q2)))

sous les contraintesÊ:

· q1q1 Ð t1  ³ q1q2  - t2,                (IC1)

· q2q2 Ð t2  ³ q2q1 Ð t1,                (IC2)

· q1q1 Ð t1 ³ 0,                            (IR1)

· q2q2 Ð t2 ³ 0.                            (IR2)

Les in�galit�s (IC) sont les contraintes dÕincitation qui sp�cifient que chaque

consommateur pr�f�re toujours choisir le contrat qui lui est destin�. Les in�galit�s (IR) sont

les contraintes de participation qui assurent que les consommateurs acceptent le m�canisme

propos� par le principal puisquÕil obtient ainsi une utilit� au moins �gale � celle quÕil aurait

pu sÕassurer en refusant la tarification � lÕ�tape 2 du jeu.

Nous allons montrer dans le chapitre suivant quÕ� lÕoptimumÊ:

· (IR1) est serrante et donc que t1 = q1q1 ;

· (IC2) est serrante et que

t2 Ð t1 = q2(q2 Ð q1) ;

· q2 ³ q1 ;

· nous pouvons n�gliger (IC1) et (IR2) ;

                                                                                                                                                          
8 Cette condition g�n�rale est appel�e la condition de Spence-Mirrlees ou encore la condition de single crossing.
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·  les consommateurs de type q2 ach�tent une quantit� efficace, alors que la quantit�

vendue aux consommateurs de type q1 est sous-efficace.

Le contrat optimal poss�de cinq propri�t�s qui sont tr�s g�n�rales dans tous les

mod�les discretsÊ:

- les consommateurs de type q2 re�oivent une allocation efficace, sont indiff�rents entre

les deux contrats et obtiennent un surplus positifÊ qui constitue leur rente

informationnelle ;

- les consommateurs de type q1 re�oivent une allocation sous-efficace et ont un surplus

nul.

La rente informationnelle est un concept essentiel dans les mod�les dÕautos�lection.

LÕagent de type q2 en b�n�ficie parce quÕil peut toujours se faire passer pour le type q1,

choisir (q1, t1) et recevoir ainsi lÕutilit� q1q2 Ðt1 qui est strictement positive. En revanche, le

type q1 nÕa rien � gagner � se faire passer pour le type q2 ; ce faisant, il obtiendrait lÕutilit�

q2q1 Ð t2 qui est n�gative.

LÕanalyse g�n�rale de ce type de probl�me enseigne quÕil existe un arbitrage entre

efficacit� �conomique (obtenue par la r�v�lation des pr�f�rences) et la maximisation des

profits du principal. En octroyant des rentes informationnelles, le principal accro�t

lÕefficacit� (il augmente la taille de la tarte) mais il conc�de, de cette fa�on, davantage de

surplus � lÕagent (sa propre part de la tarte diminue).
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Chapitre 4

Un mod�le de tarification non lin�aire robuste

Notre analyse a �t� inspir�e par le mod�le de Tirole (1988) que nous modifierons en

tenant compte de strat�gies plus complexes des consommateurs, telles que les achats

r�p�t�s. Nous sommes int�ress�s par une situation dans laquelle le monopoleur aimerait

fixer un prix unitaire plus grand pour un consommateur dot� dÕune demande forte que pour

un consommateur dot� dÕune demande faible. Ce ph�nom�ne est connu dans la litt�rature

sous le nom de quantity premia.  Dans une situation de quantity premia, le consommateur

dot� dÕune demande forte peut avoir int�r�t � acheter plusieurs fois le paquet offert au

consommateur dot� d'une demande faible et � stocker la marchandise afin de payer moins

cher.

En pratique nous retrouvons plusieurs cas o� la situation d�crite dans le mod�le

pourrait sÕappliquer. Nous proposons ci-dessous quatre applications naturelles aux cas de

lÕ�lectricit�, des terrains immobiliers, de lÕeau et des �chantillons de biens, notamment des

logiciels.

Consid�rons le cas de lÕ�lectricit�. Pour d�courager la consommation pendant les

p�riodes de pointe le prix du kWh augmente avec la quantit� consomm�e. A priori, il peut

sembler que dans cette situation le probl�me des achats multiples ne se pose pas puisque

lÕ�lectricit� est un bien non-stockableÊ: il est physiquement impossible dÕacheter plusieurs

fois des petites quantit�s pour arriver � une quantit� d�sir�e plus importante. Toutefois, le

consommateur peut tout m�me tricher dÕune autre fa�onÊ: il peut produire des biens lorsque

lÕ�nergie est peu co�teuse et les stocker.

Takatoshi Tabuchi (1996) a trait� de la discrimination de deuxi�me degr� en termes

de prix dans le domaine de lÕimmobilier r�sidentiel dans la r�gion de la m�tropole dÕOsaka.

Dans cet article, il montre que les lots plus grands sont proportionnellement plus chers. Il
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consid�re quÕil y a deux explications possibles. La premi�re est la structure oligopolistique

du march� avec une utilit� marginale non d�croissante par rapport � la grandeur du lot. La

seconde est lÕirr�versibilit� dans le changement de la grandeur du lot. En th�orie, rien

nÕemp�cherait un agent qui veut obtenir un grand lot de ÇÊtricherÊÈ en achetant plusieurs

fois de petits lots pour constituer le lot ayant la grandeur d�sir�e. En pratique, un obstacle

tr�s important intervient, i.e. la possibilit� dÕ�tre lÕobjet dÕun chantage par un des

propri�taires des petits lots. NÕimporte quel propri�taire des petits lots peut attendre que

lÕagent ach�te les terrains de ses voisins pour refuser � la fin de vendre ou de demander un

prix exorbitant. Par cons�quent, dans ce cas  les possibilit�s pratiques dÕarbitrage sont assez

restreintes. Nous pouvons voir cet exemple comme une illustration du mod�le de Tirole en

imaginant un monopoleur qui d�tient une grosse propri�t�. Il peut soit la vendre en totalit�,

soit en la divisant dans des petits lots. Le prix unitaire de la propri�t� enti�re est plus grand

que le prix unitaire des petits lots. �tant donn� que dans le mod�le le monopoleur ne peut

pas identifier les consommateurs le probl�me du chantage ne se pose pas et lÕarbitrage par

achats multiples est faisable.

Un autre exemple dÕapplication de notre mod�le est donn� par la formation du prix de

lÕeau. LÕun de deux types de m�thodes utilis�es pour facturer lÕeau est le prix en escalier

montant9 qui fait payer au consommateur un prix unitaire plus grand � mesure que la

consommation augmente, dans le but de d�courager le gaspillage dÕeau, surtout dans les

p�riodes de pointe durant lÕ�t�. Toutes les hypoth�ses de notre mod�le sont satisfaites.

Nous retrouvons un monopoleur qui ne conna�t pas les pr�f�rences de ses clients et ceux-ci

les d�voilent justement en faisant leurs choix. Le prix augmente avec la quantit�

consomm�e. Rien nÕemp�che toutefois lÕagent de ÇÊtricherÊÈ et dÕacheter plusieurs fois des

quantit�s plus petites, car lÕeau est un bien stockable. Donc le probl�me de la robustesse

sÕimpose dans ce cas-ci. Les probl�mes qui pourraient emp�cher lÕarbitrage  sont li�s aux

co�ts de stockage qui pourraient �tre trop �lev�s et donc prohibitifs et � la fa�on dont en

                                                  
9 Hartwick, J.M. et Olewiler, N. (1997) Economics of Natural Resources Use (Addison Wesley Pub Co), ch.3, 81
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pratique le monopoleur peut contr�ler la quantit� dÕeau consomm�e par chaque

consommateur.

Comme dernier exemple, consid�rez le cas des �chantillons envoy�s aux clients, par

exemple, les logiciels. Dans ce type de march�, les firmes disposent g�n�ralement dÕun

pouvoir de march� car le co�t marginal de production pour les logiciels est faible et le

nombre de producteurs pour un type de produit donn� est restreint. Fr�quemment, un

producteur va fixer un prix faible (g�n�ralement nul) pour des petites quantit�s (les

�chantillons) dans le but dÕattirer et initier la client�le et un prix �lev� pour les gros

consommateurs qui demandent des quantit�s importantes.

4.1.  Le mod�le avec achat unique

On consid�re un  monopoleur   qui  produit  un seul bien � un co�t marginal constant

c  > 0. Le march� pour ce bien compte un grand nombre de consommateurs qui ont des

go�ts   h�t�rog�nes  caract�ris�s   par  des  pr�f�rences   quasi-lin�aires   param�tr�es    par

q  Î {q1, q2}. En consommant q unit�s du bien contre un transfert mon�taire total t, un

consommateur de type q obtient le surplus net U(q, q, t) = qV(q) Ð t.

V est une fonction deux fois contin�ment diff�rentiable et strictement concave,

d�finie sur [0,¥), avec V(0) = 0, V ¢ (q) > 0 et V ¢¢ (q) < 0, lim V ¢ (q) = ¥ et lim V ¢ (q) = 0.
                                                                                           q®0                         q®¥

Nous supposerons que la fonction V(.) est la m�me pour tous les consommateurs.

q est un param�tre qui nous indique le type des consommateurs et il varie dÕun

consommateur � lÕautre. Il repr�sente lÕinformation priv�e d�tenue par chaque

consommateur car il nÕest pas connu du monopoleur.

Pour chaque consommateur, le param�tre q  peut prendre la valeur q1 > 0 avec la

probabilit� l et la valeur q2 > q1 avec la probabilit� (1 - l). Les consommateurs de type q1

ont une faible demande et leur proportion dans la population totale est donc l, alors que les
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Pour avoir une allocation efficace, il est n�cessaire que le taux marginal de

substitution de chaque consommateur soit �gal au co�t marginal c ; donc, le consommateur

� faible demande devrait consommer *
1q  alors que le consommateur � forte demande *

2q .

Un producteur discriminant au premier degr� implanterait une allocation efficace en offrant

au consommateur � faible demande le paquet10 *A  (le paquet pour le consommateur � forte

demande nÕest pas repr�sent� dans le graphique). Par contre, si le producteur discrimine au

deuxi�me degr�, il trouvera optimal de r�duire la quantit� offerte au consommateur � faible

demande de *
1q  -  q dans le but dÕinciter le consommateur � forte demande de choisir le

paquet B. La distorsion, par rapport � la quantit� efficace, de la quantit� offerte au

consommateur � faible demande d�pend de la proportion l des consommateurs � faible

demande dans la population. LorsquÕil d�cide de lÕampleur de cette distorsion, le

producteur prend en consid�ration les profits respectivement attendus de la part des

consommateurs � faible et � forte demandeÊ: lp1 et (1 - l )p2.

LÕanalyse standard de ce mod�le suppose quÕaucun arbitrage nÕest possible entre les

consommateurs ; autrement dit, aucun consommateur ne peut pas acheter le paquet B et le

revendre ensuite sous forme de plus petits paquets � dÕautres consommateurs. Toutefois, il

nÕy a aucune restriction explicite qui obligerait le consommateur dÕacheter une seule fois.

Par cons�quent, dans le cas pr�sent, rien nÕemp�che un consommateur dÕacheter

plusieurs fois le paquet A dans le but dÕobtenir la combinaison ÇÊprix Ð quantit�ÊÈ d�sir�e.

Si nous supposons que nÕimporte quel consommateur peut avoir une telle strat�gie, alors le

consommateur � forte demande renoncera au paquet B en choisissant, par exemple, le

paquet 3A obtenu par trois achats r�p�t�s du paquet A.

Nous qualifierons le menu de paquets offert par le producteur de robuste sÕil est tel

que la strat�gie des achats r�p�t�s nÕest pas int�ressante pour le consommateur � forte

demande.

Assurer la robustesse de la tarification suppose alors lÕimposition dÕune restriction

sous-additive  sur la fonction de transfert ; cÕest-�-dire que pour nÕimporte quel couple

                                                  
10 Par paquet nous comprenons un couple ÇÊprix Ð quantit�ÊÈ offert par le producteur au consommateur.
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(q¢, t¢) destin� � un certain type de consommateur, il ne doit pas exister un ensemble {qi, ti}

de paquets tels que S qi ³ q¢ et S ti £ t¢.

Le paquet B¢ de lÕallocation (A, B ¢) a cette propri�t� et rapporte plus de profit au

monopoleur que le paquet 3A (p2(3A) < p2(B¢) ). Toutefois, il est probable que lÕallocation

(A, B¢) ne sera pas optimale dans la classe des allocations implant�es avec des paquets

robustes. Identifier et caract�riser la tarification optimale robuste a constitu� lÕobjet premier

de la recherche que nous avons men�e.

 Analyse alg�brique

Ë lÕ�quilibre le monopoleur offre deux paquets ÇÊquantit� Ð prixÊÈÊ: un paquet (q1, t1)

destin� aux consommateurs de type q1 et un paquet (q2, t2) destin� aux consommateurs de

type q2. De plus, les prix unitaires implicites pour les deux paquets sont donn�s par

1

1
1 q

t
p =  et 

2

2
2 q

t
p = . Dans ce mod�le, on fait lÕhypoth�se que le producteur sert les deux

types de consommateurs, ce qui arrive lorsque l est ÇÊsuffisamment grandÊÈ ou lorsque

( )0V ¢  = ¥.

Si le monopoleur connaissait q, il choisirait la quantit� qui maximise le surplus social

qV(q) Ð cq et il extrairait tout le surplus du consommateur en mettant t(q) = qV(q). Cela

nous conduit � *
1q  et *

2q  qui repr�sentent les niveaux de consommation de premier rang, i.e.

q1 ( ) cqV =¢ *
1 et q2 ( ) cqV =¢ *

2 . Dans  le  graphique,  les  paquets  de  premier   rang    sont

*A = ( *
1q , *

1t ) et *B = ( *
2q , *

2t ) (qui nÕest pas repr�sent�) o� *
1t = q1V( *

1q ) et *
2t = q2V( *

2q ).

On doit noter que la pente de la droite qui passe par lÕorigine et par un paquet donn�

est �gale au prix unitaire implicite pour ce paquet.

�tant donn� que q est inconnu du monopoleur, celui-ci ne peut pas extraire tout le

surplus du consommateur tout en maximisant le surplus social car le consommateur de type

q2 va pr�f�rer strictement le paquet *A au paquet *B .

Dans le contexte du mod�le avec achat unique, le probl�me de maximisation du

monopoleur est le suivantÊ:
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max q1, q2 { l(t1 Ð cq1) + (1 - l)(t2 Ð cq2) }

sous les contraintesÊ:

· q1V(q1) Ð t1   ³ q1V(q2) Ð t2,            (IC1)

· q2V(q2) Ð t2  ³ q2V(q1) Ð t1,             (IC2)

· q1V(q1) Ð t1 ³ 0,                              (IR1)

· q2V(q2) Ð t2 ³ 0.                              (IR2)

Comme nous lÕavons d�j� mentionn� dans le chapitre pr�c�dent, il est possible de

prouver11 quÕ� lÕoptimumÊ:

1. (IR1) est serrante ;

2. (IC2) est serrante ;

3. q2 ³ q1 ;

4. on peut n�gliger (IC1) et (IR2).

Par cons�quent, le probl�me de maximisation devientÊ:

max q1, q2  { l(t1 Ð cq1) + (1 - l)(t2 Ð cq2) }

sous les contraintesÊ:

· q2V(q2) Ð t2  = q2V(q1) Ð t1,

· q1V(q1) Ð t1 = 0.

Si nous rempla�ons t1 et t2 avec les expressions respectives nous arrivons �Ê:

max q1,q2  { l(q1V(q1) Ð cq1) + (1 - l)[q2V(q2) Ð (q2 - q1)V(q1) - cq2] }.

Les conditions de premier ordre sont les suivantesÊ:

.0

,0

2

1

=
¦

¦

=
¦
¦

q

q

p

p

En calculant les deux d�riv�es nous obtenons que12Ê:

l[q1V ¢  ( Tq1 ) Ð c] + (1 - l)[Ð (q2 - q1)V ¢  ( Tq1 )] = 0,

                                                  
11 Voir annexe A pour d�monstration.
12 Ces variables sont indic�es par ÇÊTÊÈ pour Tirole.
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(1 - l)[q2V ¢  (
Tq2 ) Ð c] = 0.

La premi�re �quation nous conduit �Ê:

lq1V ¢  (
Tq1 ) Ð (1 - l)(q2 - q1)V ¢  ( Tq1 ) = lc Þ

V ¢  ( Tq1 )[ lq1 Ð (1 - l)(q2 - q1)] = lc Þ

lq1V ¢  ( Tq1 ) [1 Ð 
l
l-1

1

12

q

qq -
] = lc.

Donc la solution du mod�le est donn�e parÊ:

q1V ¢  ( Tq1 )[1 Ð 
l
l-1

1

12

q

qq -
] = c,

q2 ( )TqV 2¢  = c

Donc, dans le mod�le de Tirole, les paquets qui maximisent le profit attendu du

monopoleur sont les suivantsÊ:

( Tq1 , Tt1 ) = ( Tq1 , q1V( Tq1 )) et

( Tq2 , Tt2 ) = ( *
2q , q2V( *

2q ) Ð (q2 - q1)V( Tq1 )).

En conclusion, la solution du mod�le standard nous indique que la quantit� achet�e

par les consommateurs � forte demande est optimale (lÕutilit� marginale de consommer le

bien est �gale au co�t marginal), alors que la quantit� achet�e par les consommateurs �

faible demande est sous-optimale (q1 V ¢ ( Tq1 ) > c).

Comme nous avons pu le voir dans lÕanalyse graphique pr�c�dente, la solution du

mod�le avec achat unique nÕest pas robuste si les consommateurs peuvent pratiquer des

achats multiples.
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4.2.  Le mod�le avec achats multiples

Pour b�tir le mod�le de tarification non lin�aire robuste, nous reprenons le mod�le

standard de Tirole auquel nous ajoutons des contraintes que nous appelons les conditions de

robustesse. La structure du mod�le est similaire � ceci pr�s que les consommateurs

disposent de plus de strat�gies de d�viation.

Nous supposons que le monopoleur ne peut pas identifier les consommateurs (sÕil

pouvait, il interdirait tout simplement les achats multiples), i.e. que les transactions sont

anonymes. Par cons�quent, le monopoleur ne peut imposer aucune restriction quant au

nombre de paquets achet�s par les consommateurs. Nous supposons aussi que le paquet

vendu � un certain consommateur ne d�pend pas des paquets vendus aux autres

consommateurs. Nous excluons de notre mod�le les achats conjoints.

Sans perte de g�n�ralit�, nous cherchons des paquets (q1, t1) et (q2, t2) tels que, �

lÕ�quilibre, le consommateur de type q2 ach�tera un seul paquet (q2, t2) alors que le

consommateur de type q1 ach�tera  un seul paquet (q1, t1). Ceci se con�oit ais�ment par un

argument de nature similaire � celui du principe de r�v�lationÊ: sÕil existe une tarification

o� les agents ach�tent plusieurs paquets, alors il existe une tarification conduisant � une

allocation identique o� ils nÕen ach�tent quÕun seul.

Le profit attendu du monopoleur est donn� par :

l(t1 Ð cq1) + (1 - l)(t2 Ð cq2).

Ë lÕ�quilibre, les deux paquets offerts par le monopoleur doivent satisfaire les

contraintes de participation et dÕincitation. Pour que le consommateur de  type q1 pr�f�re le

paquet (q1, t1) � nÕimporte quel nombre des paquets (q1, t1) et (q2, t2), les contraintes

dÕincitation suivantes doivent �tre satisfaitesÊ:

· q1V(q1) Ð t1   ³ q1V(kq2) Ð kt2                                " k ³ 1, k Î N,                          (1)

· q1V(q1) Ð t1  ³ q1V(kq1) Ð kt1                                 " k > 1, k Î N,                          (2)

· q1V(q1) Ð t1 ³ q1V(kq1 + k ¢ q2) Ð kt1 - k ¢ t2            " k, k ¢  ³ 1, k, k ¢  Î N.             (3)
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De la m�me fa�on, pour que  le  consommateur de  type q2 pr�f�re un  seul  paquet

(q2, t2) � nÕimporte quel nombre des paquets (q1, t1) et (q2, t2), les contraintes dÕincitation

suivantes doivent �tre satisfaitesÊ:

· q2V(q2) Ð t2   ³ q2V(kq1) Ð kt1                                " k ³ 1, k Î N,                          (4)

· q2V(q2) Ð t2  ³ q2V(kq2) Ð kt2                                 " k > 1, k Î N,                          (5)

· q2V(q2) Ð t2 ³ q2V(kq1 + k ¢ q2) Ð kt1 - k ¢ t2            " k, k ¢  ³ 1, k, k ¢  Î N.              (6)

Les contraintes de participation restent les m�mes que pour le mod�le avec achat

unique, i.e.Ê:

· q1V(q1) Ð t1 ³ 0,                                                                                                       (7)

· q2V(q2) Ð t2 ³ 0.                                                                                                       (8)

Ce mod�le a �t� analys� par Ingela Alger (1999) mais en supposant que les

consommateurs peuvent acheter nÕimporte quel nombre r�el de paquets, i.e. que Alger

consid�re k Î R, k  ³  1. Alger observe quÕil est pr�f�rable de supposer que les

consommateurs disposent de strat�gies discr�tes mais que cette hypoth�se entra�ne des

difficult�s techniques.

Sous lÕhypoth�se que k est r�el, Alger montre que m�me si le probl�me de

maximisation semble complexe, plusieurs contraintes peuvent �tre �limin�es facilement.

Alger prouve que les seules contraintes serrantes � lÕ�quilibre sont la contrainte de

participation (7) pour le type q1 et la contrainte dÕincitation (4) pour le type q2. La

contrainte dÕincitation (4) est serrante pour un certain ( )1
* qk , o� ( )1

* qk  ³ 1 repr�sente le

nombre pr�f�r� de paquets (q1, At1 ) du consommateur de type q2. ( )1
* qk  est ensuite

d�termin� � partir dÕun programme de maximisation de la rente obtenu par les

consommateurs de type q2. Ainsi, dans le mod�le dÕAlger, le probl�me de maximisation

devientÊ:

max q1,q2,t1,t2  l(t1 Ð cq1) + (1 - l)(t2 Ð cq2)

sous les contraintesÊ:

· q2V(q2) Ð t2 = q2V( ( )1
* qk q1) Ð ( )1

* qk t1 ;
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· q1V(q1) Ð t1 = 0.

Lorsque les consommateurs peuvent acheter nÕimporte quel multiple r�el de paquets

offerts par le monopoleur, le menu de paquets optimal est tel que les consommateurs de

type q1 nÕobtiennent aucune rente, alors que les consommateurs de type q2 obtiennent une

rente strictement positive.

Les transferts pay�s par les deux types de consommateurs sont donn�s par13Ê:

· ( )=211 , qqt A  q1V(q1) et

· ( )=212 , qqt A  q2[V(q2) - V( ( )1
* qk q1)] + ( )1

* qk q1V(q1).

La rente obtenue  par le consommateur de type q2 est alorsÊ:

q2V( ( )1
* qk q1)  -  ( )1

* qk q1V(q1) > 0.

La rente nÕest plus d�termin�e par lÕutilit� que le consommateur de type q2 aurait obtenu en

achetant le paquet destin� au consommateur de type q1 mais par le nombre ( )1
* qk  ³ 1 de

petits paquets pr�f�r� par le consommateur de type q2.

Les quantit�s obtenues par les deux types de consommateur � lÕ�quilibre dans le

mod�le dÕAlger sont telles queÊ:

·  la quantit� offerte au consommateur de type q2 est la quantit� de premier rangÊ:

*
22 qq A =  ;

· la quantit� offerte au consommateur de type q1 est toujours distortionn�e vers le bas

comparativement � la solution de premier rang. Aq1  est donn� par lÕexpression

suivanteÊ:

q1 ( )AqV 1¢  = c + 
l
l-1 ( )Aqk 1

* [q2 ( )( )AA qqkV 11
*¢  - q1 ( )AqV 1¢ ].

Alger montre ensuite que si le consommateur de type q2 peut acheter nÕimporte quel

nombre r�el k Î [1, ¥) de paquets (q1, t1), alors le menu de paquets qui maximise le profit

du monopoleur, ( AA tq 11 ,  ) et ( AA tq 22 , ), est tel queÊle prix unitaire implicite est strictement

d�croissantÊ: Ap1  >  Ap2 . Le monopoleur offre un escompte au consommateur � demande
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�lev�e et il nÕy a pas de prime de quantit�. CÕest un r�sultat surprenant dans le sens que

nous nous attendons � ce que le prix ne soit pas toujours d�croissant dans le cas discret.

4.3.   Quand la robustesse intervient-elle ?

Nous voulons savoir si le probl�me de robustesse se pose pour tout l ou seulement

pour certaines valeurs de l.

Pour trouver les conditions sur l, nous revenons � la figure pr�sent�e � la page 23 o�

nous notons par A le point de coordonn�es ( Tq1 , Tt1 ) o� Tt1  = t( Tq1 ).

LÕ�quation de la droite qui passe par A et par lÕorigine estÊ:

t(q) = aq + b,

t(0) = 0 Þ b = 0,

Tt1  = a Tq1  Þ  a = 
T

T

q

t

1

1 .

Donc, lÕ�quation de la droite en tirets est la suivanteÊ:

t(q) = 
T

T

q

t

1

1 q.

La courbe qui passe par A et *A  quant � elle est d�crite parÊ:

U1(A) = q1V(q) Ð t(q) Þ t(q) = q1V(q) - U1(A).

La pente de cette droite en A est �gale � q1V ¢  ( Tq1 ).

La courbe qui passe par A et B est donn�e parÊ:

U2(A) = q2V(q) Ð t(q) Þ t(q) = q2V(q) - U2(A),

avec la pente en A �gale � q2V ¢  ( Tq1 ).

Par construction, on doit avoirÊ:

q1V( Tq1 ) Ð U1(A) = q2V( Tq1 ) - U2(A) = Tt1 .

                                                                                                                                                          
13 Ces variables sont indic�es par ÇÊAÊÈ pour Alger.
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Si la pente de la droite en tirets est plus grande que la pente de la courbe qui passe par

A et B, alors le probl�me de robustesse ne se pose pas car les consommateurs de type q2

nÕont pas alors int�r�t � tricher, cÕest-�-dire � acheter plusieurs fois le paquet destin� aux

consommateurs de type q1 (ils obtiendraient un niveau dÕutilit� inf�rieur � ce quÕils peuvent

avoir en choisissant le paquet qui a �t� con�u pour eux).

Par cons�quent, on peut avoir un probl�me de robustesse siÊ:

T

T

q

t

1

1  < q2V ¢  ( Tq1 ),

mais on sait queÊ:

q1 V ¢ (
Tq1 ) = 

1

121
1

q

qq

l
l --

-

c
 ;

donc,

V ¢  ( Tq1 ) = 
1

1

q

1

121
1

q

qq

l
l --

-

c
.

La condition pour que le probl�me de robustesse se pose devientÊ:

T

T

q

t

1

1  < 
1

2

q

q

1

121
1

q

qq

l
l --

-

c
.

On remarque que si 1 Ð 
l
l-1

1

12

q

qq -
< 0 cette condition nÕest jamais r�alis�e.

Regardons cette in�galit� plus en d�tail.

1 Ð 
l
l-1

1

12

q

qq -
 < 0  Û

l < 
2

12

q

qq -
.

Par cons�quent, si l < 
2

12

q

qq -
, la contrainte de robustesse nÕest pas serrante.
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On peut avoir un probl�me de robustesse si l > 
2

12

q

qq -
et si

T

T

q

t

1

1  < 
1

2

q

q

1

121
1

q

qq

l
l --

-

c
 Û

l < 
2

12

q

qq -
TT

T

cqt

t

11

1

-
.

En conclusion, il est possible d'avoir un probl�me de robustesse dans le mod�le siÊ:

2

12

q

qq -
 < l < 

2

12

q

qq -
TT

T

cqt

t

11

1

-
.

4.4.   Le cas discret du mod�le avec achats multiples

Revenons � notre mod�le pr�sent� dans la section 4.2. Notre premier objectif est de

r�duire le nombre des contraintes dans le but de r�soudre le probl�me de maximisation du

monopoleur. Nous d�rivons ainsi la suite de propositions suivantes.

Proposition 1.   Le principal  sert  toujours  le  consommateur  de  type  q2,  i.e. que

q2 > 0.

Preuve. Supposons que le principal ne sert personne, alors il fait un profit nul. SÕil

vend � un prix fixe l�g�rement sup�rieur � son co�t marginal, il fait un profit non nul et les

deux consommateurs ach�tent. Si le consommateur de type q1 trouve profitable dÕacheter,

alors le consommateur de type q2 �galement (q2 > 0) carÊ:

U2(q2, t2) = q2V(q2) - t2  ³ q2V(q1) - t1 > q1V(q1) - t1 = U1(q1, t1).

Nous avons tenu compte des contraintes dÕincitation pour le consommateur de type q2, pour

k = 1, et du fait que q2 > q1.
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Si le monopoleur ne vend quÕau consommateur de type q2, alors il vend

n�cessairement le couple efficace ( *
2q , *

2t ) tel queÊ:

( *
2q , *

2t ) Î argmax t2 - cq2

s.c. q2V(q2) - t2 = 0,

soit *
2q > 0 tel que q2V ¢ ( *

2q ) = c.

Proposition 2.   Pour tout contrat tel que t1 >  0 et t2 >  0, les consommateurs

ach�tent un nombre fini de paquets.

Preuve.  Soit f(k) = q2V(kq1) - kt1  " k Î N, k ³ 1 et " q1.  On veut montrer que pour k

fini suffisamment grand,  f atteint un maximum.

f(k +1) - f(k) = [q2V((k + 1)q1) - (k + 1)t1] -[q2V(kq1) - kt1]

= q2{V((k + 1)q1) - V(kq1)} - t1.

Le th�or�me de Taylor14 nous permet dÕ�crireÊ:

V((k + 1)q1) = V(kq1) + ( )zV ~¢ ((k + 1)q1 - kq1)

avec kq1 £ z~  £ (k + 1)q1.

Þ V((k + 1)q1) - V(kq1) = ( )zV ~¢ q1.

Lorsque k®¥, z~  ® ¥, ce qui implique, par construction de V(.), que ( )zV ~¢  = 0.

Donc, lim [V((k + 1)q1) - V(kq1)] = 0 Þ lim [f(k +1) - f(k)] = - t1 < 0. Donc il existe
            k®¥                                                         k®¥

un k < ¥ tel que " k ³ k , f(k+1) < f(k). Donc,  f atteint son maximum sur {1,..., k }.

Soit g(k, k ¢ ) = q2V(kq1 + k ¢ q2) - kt1 -k ¢ t2  " k, k ¢  Î N, k, k ¢  ³ 1 et " q1, q2. Tout

comme dans le cas pr�c�dent, nous voulons montrer que pour k et k ¢  suffisamment grands,

g atteint son maximum sur N2. Facilement, nous pouvons observer queÊ:

q2V(kq1 + k ¢ q2) - kt1 -k ¢ t2    £ q2V(2 max(kq1, k ¢ q2)) - 2 min(kt1, k ¢ t2 ).

                                                  
14 Voir Alpha C. Chiang, Fundamental Methodes of Mathematical Economics, Third Edition, 1984, pg. 254-263.
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Consid�rons maintenant toute suite ordonn�e de couples (kn, nk ¢ ), n = 1,É,¥, tel que

kn ³ kn-1, nk ¢ ³ 1-¢nk  et kn nk ¢  > 11 -- ¢nn kk .    

Soit h(n) = q2V(2 max(knq1, nk ¢ q2)) - 2 min(knt1, nk ¢ t2 ). Nous voulons montrer que h a

un maximum lorsque n tend vers lÕinfini.

De fa�on similaire � la preuve pr�c�dente, nous �crivonsÊ:

h(n + 1) - h(n) = q2{V(2 max( 1+nk q1, 1+¢nk q2)) - V(2 max(knq1, nk ¢ q2))}

- 2{min( 1+nk t1, 1+¢nk t2 ) - min(knt1, nk ¢ t2 )}.

Le m�me th�or�me de Taylor nous permet dÕ�crireÊ:

V(2 max( 1+nk q1, 1+¢nk q2)) = V(2 max(knq1, nk ¢ q2))

+ 2 ( )zV ~¢ {max( 1+nk q1, 1+¢nk q2) - max(knq1, nk ¢ q2)}

avec max(knq1, nk ¢ q2) £ z~  £ max( 1+nk q1, 1+¢nk q2).

Lorsque n®¥, z~  ® ¥, ce qui implique, par construction de V(.), que ( )zV ~¢  = 0.

Donc, lim [V(2 max( 1+nk q1, 1+¢nk q2)) - V(2 max(knq1, nk ¢ q2))] = 0 Þ
          n®¥

lim [h(n + 1) - h(n)] < 0, ce qui implique que, lorsque n est suffisamment grand,  h atteint
n®¥
son maximum et, par cons�quent, g atteint son maximum lorsque k  et k ¢  tendent vers

lÕinfini.

Une analyse similaire peut �tre faite pour un consommateur de type q1 ce qui conclut

notre preuve.

Proposition 3.   La contrainte de participation pour le consommateur de type q2 est

strictement non serrante et (q2 - q1)(t2 - t1) ³ 0 est satisfaite avec �galit� si et seulement si

q1 = q2 et t1 = t2.

Preuve. Nous avons vu dans la preuve de la proposition 1 queÊ:

q2V(q2) - t2  ³ q2V(q1) - t1 > q1V(q1) - t1 ³ 0 (�tant donn� la contrainte de participation du

type q1). Par cons�quent, q2V(q2) - t2  > 0.
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Supposons que q1 = q2. La contrainte dÕincitation (4) pour k = 1 Þ t2 £  t1, alors que la

contrainte dÕincitation (1)  pour k = 1 Þ t1 £  t2. Donc t1 = t2. Ibidem pour t1 = t2.

Proposition 4.   q2 ³ q1 (donc t2 ³ t1).

Preuve. Si nous consid�rons les contraintes dÕincitation (1) et (4) pour k = 1 et nous

les additionnons, nous obtenonsÊ:

(q2 - q1)(V(q2) - V(q1)) ³ 0 Þ q2 ³ q1.

Regardons maintenant la contrainte dÕincitation (1) pour k = 1.

q1V(q1) Ð t1   ³ q1V(q2) Ð t2 Þ

t2  - t1 ³ q1[V(q2) - V(q1)] ³ 0.

Proposition 5.   Le fait que la contrainte de participation du type q2 est strictement

non serrante implique que sa contrainte dÕincitation est serrante et de la formeÊ:

q2V(q2) - t2 = q2V(kq1) - kt1 pour au moins  un certain k ³ 1.

Preuve. Supposons que non et que le contrat est optimal (il maximise les profits du

monopoleur). Puisque q2V(q2) -  t2 > 0, on peut hausser t2 � la marge en respectant la

contrainte de participation et les contraintes dÕincitation du consommateur de type q2 et en

rel�chant les contraintes du consommateur de type q1. Puisque le profit augmente, le contrat

nÕest pas optimal. Donc la contrainte dÕincitation (6) est serrante, ce qui implique quÕil

existe un couple (k, k ¢ ), k ³ 1, k ¢  ³ 1, tel queÊ:

q2V(q2) Ð t2 = q2V(kq1 + k ¢ q2) Ð kt1 - k ¢ t2.

Puisque t2 ³ t1, on a bien �videmment t2 > 0 (sinon le monopoleur fait s�rement une

perte avec q2 > 0). Donc, k ¢  = 0 sinon on pourrait hausser t2 de d t (la contrainte de

participation nÕest pas serrante) et accro�tre le profit du monopoleur sans affecter la

contrainte dÕincitation (le c�t� gauche baisse de dt alors que le c�t� droit baisse de k ¢ dt).

Proposition 6.   La contrainte de participation pour le consommateur de type q1 est

serrante (on peut n�gliger ses contraintes dÕincitation).
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Preuve. Supposons que non, alors la contrainte dÕincitation (3) est serrante sinon on

pourrait hausser t1 de dt sans affecter aucune contrainte et accro�tre le profit du monopoleur.

De la m�me mani�re que dans la proposition 5, cette contrainte doit �tre de la formeÊ:

q1V(q1) Ð t1 = q1V(k ¢ q2) Ðk ¢ t2 pour au moins un certain k ¢  ³ 1.

Consid�rons maintenant de hausser t1 de dt et t2 de k
dt

¢ . Tr�s clairement, le profit du

monopoleur augmente. Par ailleurs, la contrainte dÕincitation du type q1 nÕest pas affect�e.

Les deux contraintes de participation sont cens�es �tre libres et ne sont pas affect�es si dt

est suffisamment petit.

Par ailleurs, la contrainte dÕincitation du type q2 est de la formeÊ:

q2V(q2) - t2 = q2V(kq1) - kt1 pour au moins un certain k ³ 1,

donc le c�t� gauche baisse de k
dt

¢  et le c�t� droit de kdt. Tr�s clairement, k ¢
1  £   k de

sorte que la contrainte nÕest pas resserr�e. On a donc accru le profit du monopoleur � partir

dÕun contrat cens� optimal, dÕo� une contradiction. On en conclut que la contrainte de

participation pour le type q1 est serrante.

�tant donn� ces six propositions, nous sommes en mesure de r��crire le probl�me de

maximisation du monopoleur comme il suitÊ:

max q1,q2,t1,t2 l(t1 Ð cq1) + (1 - l)(t2 Ð cq2)

sous les contraintes suivantesÊ:

· q2V(q2) Ð t2 ³ q2V(kq1) Ð kt1     " k ³ 1, k Î N et  q2V(q2) Ð t2 = q2V(kq1) Ðkt1 pour un

certain k, k ³ 1, k Î N,

· q1V(q1) Ð t1 = 0.

 Proposition 7.  La quantit� offerte aux consommateurs de type q2 est la quantit�

efficaceÊ: *
22 qq m = .15

                                                  
15 LÕindice m est employ� pour d�noter la solution avec achats multiples.
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Preuve.  Rempla�ons dans la fonction objectif t1 et t2 par leurs expressions

respectivesÊ:

t1 = q1V(q1),

t2 = q2[V(q2) Ð V(kq1)] + kq1V(q1), pour un certain k donn�, k ³ 1, k Î N.

Le profit que le monopoleur veut maximiser a la forme suivanteÊ:

p = l(q1V(q1) Ð cq1) + (1 - l)(q2[V(q2) Ð V(kq1)] + kq1V(q1) Ð cq2).

Donc, si nous maximisons p par rapport � q2, nous posonsÊ:

0
2

=
¦

¦

q

p
 Þ

(1 - l)(q2 ( )2qV ¢  - c) = 0 Þ

q2 ( )2qV ¢  = c Þ

*
22 qq m = .

Par cons�quent, nous pouvons r��crire le probl�me de maximisation avec seulement

trois variable de contr�leÊ:

max q1,t1,t2 l(t1 Ð cq1) + (1 - l)(t2 Ð c *
2q )

sous les contraintes suivantesÊ:

· q2V( *
2q ) Ð t2 ³ q2V(kq1) Ð kt1     " k ³ 1, k Î N et  q2V( *

2q ) Ð t2 = q2V(kq1) Ð kt1 pour

au moins un certain k, k ³ 1, k Î N,

· q1V(q1) Ð t1 = 0.

La premi�re �tape est de prouver que lÕensemble sur lequel nous voulons maximiser

est non vide. Cela est relativement trivial car tous les contrats de typeÊ:

{(q1, t1), (q2 = nq1, t2 = nt1)}, n ³ 1, n Î N sont robustes.

�tant donn� que lÕensemble sur lequel nous maximisons est compact et non vide nous

pouvons affirmer quÕil existe toujours un maximum sur cet ensemble16. Notez maintenant

                                                  
16 Nous avons montr� � la proposition 2 que les consommateurs achetaient un nombre fini de paquets. Il sÕen suit que le
profit du monopoleur est n�cessairement born�. Le reste suit dÕune application directe du th�or�me de Weierstrass.
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quÕ� lÕoptimum, la contrainte dÕincitation pour le type q2 est serrante soit pour un seul k,

soit pour un maximum de deux valeurs de k diff�rentes.17

Cas 1Ê: Si la contrainte dÕincitation est serrante pour un seul k (inconnu), en

consid�rant ce k comme donn�, nous pouvons calculer les valeurs optimales de q1, t1 et t2 en

fonction de k. Pour cela, consid�rons encore une fois le profit que le monopoleur veut

maximiser et qui prend alors la forme suivanteÊ:

p = l(q1V(q1) Ð cq1) + (1 - l)(q2[V( *
2q ) Ð V(kq1)] + kq1V(q1) Ð c *

2q ).

Nous cherchons q1 qui maximise p. Donc nous posonsÊ:

0
1

=
¦

¦

q

p
 Þ

l(q1V ¢ ( mq1 ) Ð c) + (1 - l)[ - kq2 ( )mkqV 1¢  + kq1V ¢ ( mq1 )] = 0.

Cette derni�re �quation nous permet dÕobtenir mq1 (k) et par la suite nous pouvons

calculer facilement ( )kt m
1  et ( )kt m

2  en rempla�ant mq1 (k) dans leurs expressions

respectivesÊ:
mt1 (k) = q1V( mq1 (k)),

( )kt m
2  = q2[V( *

2q ) Ð V(k ( )kq m
1 ] + kq1V( mq1 ).

Lorsque nous trouvons un k qui est tel que la contrainte dÕincitation du type q2 est

serrante nous pouvons calculer mq1 , mt1 , mt2 et nous devons v�rifier ensuite si, pour les

valeurs ainsi obtenues, la contrainte de participation du type q2 et les deux contraintes

dÕincitation (non serrantes) pour les deux types, i.e.Ê:

q1V(q1) Ð t1   ³ q1V(iq2) Ð it2                               " i ³ 1, i Î N,

q2V(q2) Ð t2   ³ q2V(jq1) Ð jt1                                " j ³ 1,  jÎ N,

sont respect�es.

Comme derni�re �tape, il reste � v�rifier si le profit obtenu avec ces valeurs est

sup�rieur au profit que le monopoleur r�aliserait sÕil servait seulement le type q2 (solution

de type ÇÊpoolingÊÈ) ; i.e.Ê:

                                                  
17 Cela est d� � la stricte concavit� de la fonction dÕutilit�.
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ppooling = (1 - l)(q2V( *
2q ) - c *

2q ).

Cas 2Ê: Si la contrainte dÕincitation du type q2 est serrante � lÕoptimum pour deux

valeurs k et k ¢  diff�rentes, celles-ci sont n�cessairement de la forme suivanteÊ: k et k + 1.

En effet, supposons sans perte de g�n�ralit� que k ¢  > k et que k ¢ ¹ k + 1, alors il existe k ¢¢

tel que k ¢  > k ¢¢  > k et k ¢¢  est une d�viation optimale pour les consommateurs de type q2 de

sorte que le contrat nÕest ni IC, ni optimal. Par cons�quent, mq1  sera compl�tement

d�termin� par les deux contraintes dÕincitation serrante, i.e.Ê:

q2V( *
2q ) Ð t2 = q2V(kq1) Ð kt1,

q2V( *
2q ) Ð t2 = q2V((k+1)q1) Ð (k+1)t1.

Þ   q2V(kq1) Ð kt1 = q2V((k+1)q1) Ð (k+1)t1.

Þ   q2[V((k+1)q1) - V(kq1)] Ð t1 = 0.

Þ q2[V((k+1)q1) - V(kq1)] Ð q1V(q1)  = 0.

Cette derni�re �quation nous permet de calculer mq1  en fonction de k et ensuite, de la

m�me fa�on que pr�c�demment, mt1 et mt2 . De fa�on similaire, nous devons nous assurer

ensuite que toutes les contraintes dÕincitation sont satisfaites.

Pour mieux illustrer notre mod�le, nous avons consid�r� deux exemples num�riques

pour lesquels nous avons calcul�Êle contrat optimal.

Dans le premier exemple, nous avons travaill� avec la fonction dÕutilit�  V(q) = ln(q)

et les param�tres suivantsÊ: 
4

1
=c ,  

4

3
=l , q1 = 1 et q2 = 3.

Dans cet exemple, il nÕexiste aucune solution o� la contrainte dÕincitation du type q2

est serrante pour un seul k. Nous en concluons quÕil y a deux valeurs k  et k + 1 pour

lesquelles la contrainte dÕincitation du type q2 est serrante � lÕoptimum.

En utilisant la m�thode de calcul expos�e plus haut, nous obtenons que la contrainte

dÕincitation du type q2 est serrante pour k = 2 et k + 1 = 3. Nous avons v�rifi� que toutes les

contraintes dÕincitation sont respect�es avec le contrat induit par ces valeurs. Finalement

pour �tablir lequel des deux contrats est optimal nous avons compar� les profits dans les
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deux cas et nous avons choisi celui qui rapporte le plus grand profit. De cette fa�on le

contrat optimal est obtenu pour k  = 2. Les paquets offerts aux deux types de

consommateurs sont les suivantsÊ:

( ) 1588.4
8
27

ln2
4

27
ln312ln3,12,2163.1

8
27

ln,375.3
8
27

2211 =Ö
¿

�
�
�

¾+Ö
¿

�
�
�

¾-====== mmmm tqtq .

Ce contrat est illustr� dans la figure qui suit. Les deux droites verticales en tirets

indiquent les quantit�s efficaces (de premier rang). Il est apparent que le type q1 est

distortionn� vers le bas alors que le type q2 re�oit la quantit� efficace sur la m�me courbe

dÕindiff�rence que les deux d�viations pour lesquelles la contrainte dÕincitation est serrante.
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Dans cet exemple, le profit obtenu avec le contrat s�parateur est inf�rieur au profit

que le monopoleur r�aliserait en servant seulement le type q2.

Dans le second exemple, les param�tresÊsont : 
4

1
=c ,  

10

9
=l , q1 = 1 et q2 = 3.

Cette fois-ci, nous nous retrouvons dans le premier cas, i.e. il y a un seul k pour

lequel la contrainte dÕincitation du type q2 est serrante. Il sÕagit de k = 2. Nous avons d�crit

plus haut comment calculer le contrat optimal dans ce type de situation. Le profit obtenu ici

avec le contrat s�parateur (0,452336) est sup�rieur au profit de pooling (0,445471) o� seul

le type q2 est servi.

Tout comme pour lÕautre exemple nous ins�rons une illustration graphique.
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Une fois encore lÕallocation du type q1 est distortionn�e vers le bas alors que le type

q 2 re�oit la quantit� efficace sur la m�me courbe dÕindiff�rence que la d�viation pour

laquelle sa contrainte dÕincitation est serrante. La prochaine d�viation (k = 3) conduit � un

point au-dessus de cette courbe dÕindiff�rence et, par cons�quent, elle ne pr�sente pas

dÕint�r�t pour les consommateurs de type q2 car leur utilit� diminue. Dans ce cas le contrat

optimal offert par le monopoleur estÊ:

( ) 1068.4
9
32

ln2
9
64

ln312ln3,12,2685.1
9

32
ln,5555.3

9
32

2211 =Ö
¿

�
�
�

¾+Ö
¿

�
�
�

¾-====== mmmm tqtq
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Chapitre 5

Conclusion

Les mod�les traditionnels de tarification non lin�aire sont construits � partir dÕune

s�rie dÕhypoth�ses plus ou moins explicites qui restreignent les strat�gies dÕachat des

consommateurs.

Dans ce m�moire, nous avons �largi lÕespace de ces strat�gies en consid�rant que les

consommateurs peuvent anonymement pratiquer des achats multiples.

Dans la premi�re partie du travail, nous avons pr�sent� de fa�on g�n�rale la

discrimination en termes de prix en insistant particuli�rement sur la discrimination de

deuxi�me degr�. Dans la deuxi�me partie , nous avons effectu�  un bref survol des mod�les

dÕautos�lection auxquels sÕapparente le mod�le que nous avons d�velopp�.

Nous avons d�fini la robustesse comme �tant la propri�t� dÕune allocation qui

respecte les contraintes standards dÕincitation et qui est telle quÕaucun consommateur ne

d�sire faire des achats r�p�t�s. �tant donn� que la robustesse impose des contraintes plus

fortes dans le probl�me de maximisation du profit du monopoleur, nous nous attendons, si

ces contraintes sÕav�rent serrantes, � une tarification passablement diff�rente de ce que

lÕanalyse traditionnelle pr�dit.

Dans ce travail, nous nÕavons pas compar� num�riquement les r�sultats du mod�le

avec achats multiples avec ceux du mod�le standard. Cette comparaison au niveau de

lÕimportance de la distorsion de la quantit� offerte au type q1 et au niveau du profit obtenu

par le monopoleur peut potentiellement faire lÕobjet de recherches futures. Notamment, le

lien entre le type de d�viation k optimale que doit supporter une allocation optimale et le

param�tre l de la distribution des types demeure � �claircir.
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Annexe A

Preuves des propositions de la page 26:

1. (IC2) Þ q2V(q2) Ð t2  ³ q2V(q1) Ð t1 ³ q1V(q1) Ð t1 car V(q1) ³ 0 et q2 > q1.

Si q1V(q1) Ð t1 > 0 Þ q2V(q2) Ð t2 > 0. Cela veut dire quÕil est possible dÕaugmenter t1 et

t2 dÕune m�me quantit� pour accro�tre le profit du monopoleur sans modifier pour

autant les propri�t�s incitatives du m�canisme. Par cons�quent, q1V(q1) Ð t1 = 0, ce qui

implique q1V(q1) = t1.

Le transfert t1 est choisi de mani�re telle que le surplus net des consommateurs � faible

demande est nul.

2. Supposons que (IC2) est une in�galit� stricte. Donc,

q2V(q2) Ð t2  > q2V(q1) Ð t1 ³ q1V(q1) Ð t1 = 0 Þ q2V(q2) Ð t2 > 0.

Par cons�quent, il est possible dÕaugmenter t2 sans remettre en cause ni les propri�t�s

incitatives du m�canisme, ni la contrainte de rationalit� individuelle (IR2). Ce faisant,

on accro�t naturellement le profit du monopoleur ce qui contredit lÕoptimalit� du

m�canisme de d�part. Ceci nous permet de conclure que (IC2) doit �tre serrante, cÕest-�-

direÊ:

q2V(q2) Ð t2  = q2V(q1) Ð t1 Þ t2 = q2V(q2) - q2V(q1) + t1

Þ t2 = q2V(q2) - q2V(q1) + q1V(q1)

Þ t2 = q2V(q2) Ð (q2 - q1)V(q1).

Le transfert t2 est choisi de fa�on � permettre un surplus net positif pour les

consommateurs � demande �lev�e car ils peuvent toujours choisir dÕacheter le paquet

(q1, t1) et obtenir le surplus netÊ: q2V(q1) Ð t1 = q2V(q1) Ð q1V(q1) = (q2 - q1)V(q1).

3. (IC1) + (IC2) Þ q1V(q1) Ð t1 + q2V(q2) Ð t2 ³ q1V(q2) Ð t2 + q2V(q1) Ð t1

Þ (q2 - q1)V(q2) ³ (q2 - q1)V(q1) Þ V(q2) ³ V(q1) Þ q2 ³ q1 (par construction).

4. (IC2) � lÕ�galit� impliqueÊ: q2V(q2) Ð t2  = q2V(q1) Ð t1 Þ t2 Ð t1 = q2 [V(q2) Ð V(q1)]



Une tarification non lin�aire robuste

47

MaisÊ: q2 [V(q2) Ð V(q1)] ³ q1 [V(q2) Ð V(q1)] Þ t2 Ð t1 ³ q1 [V(q2) Ð V(q1)] Þ

q1V(q1) Ð t1   ³ q1V(q2) Ð t2 cÕest-�-dire (IC1). Nous pouvons donc n�gliger (IC1) car elle

ne contient pas dÕinformation suppl�mentaire. DÕautre part,

(IC2) Þ q2V(q2) Ð t2  ³ q2V(q1) Ð t1 ³ q1V(q1) Ð t1 = 0

Þ q2V(q2) Ð t2  ³ 0Ê: (IR2) Þ nous pouvons donc n�gliger aussi (IR2).

Dans ce mod�le, il est facile � v�rifier que les consommateurs de type q1 nÕont jamais

int�r�t � tricher, cÕest-�-dire � choisir le paquet destin� aux consommateurs de type q2.

Pour prouver cela, nous devons regarder si IC1 est toujours v�rifi�e.

IC1Ê: q1V(q1) Ð t1   ³ q1V(q2) Ð t2  Û

0 ³ q1V(q2) Ð t2 (car IR1 � lÕ�galit�) Û

0 ³ q1V(q2) - [ q2V(q2) - q2V(q1) + q1V(q1) ] Û

0 ³ q1V(q2) - q2V(q2) + (q2 - q1)V(q1) Û

0 ³ - (q2 - q1)V(q2) + (q2 - q1)V(q1) Û

0 ³ (q2 - q1)[V(q1) - V(q2)].

Mais nous savons que q2 ³ q1 et que q2 ³ q1 Þ V(q2) ³ V(q1), ce qui veut dire que

lÕin�galit� est toujours satisfaite et, par cons�quent, que les consommateurs � faible

demande nÕont jamais int�r�t � tricher.
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