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Résumé

Les trois essais de la thése s’inscrivent dans le cadre de la théorie des options réelles.
Le contexte général est celui de prises de décisions irréversibles dans un environnement
incertain en présence d’options réelles multiples. L’étude s’intéresse particuliérement & des
situations ou les décisions d’investissement peuvent mener a la constitution de portefeuilles
d’actifs et/ou d’options faisant ainsi ressortir 'opportunité d’une diversification. Comme
on peut choisir la diversification d’un portefeuille, on peut décider de s’en départir et un
exemple intéressant est le désinvestissement dans les ressources naturelles menant a la
perte de la biodiversité.

Le premier essai analyse la décision de réaliser un investissement unique, lorsqu’une
firme a le choix entre deux technologies de production dont les caractéristiques en terme de
risque sont asymétriques. Dans le deuxiéme essai, nous donnons a la firme 'opportunité de
faire plus qu’un investissement et donc nous lui conférons une option de spécialisation et
une option de diversification technologique. L’évaluation d’un méme projet (technologie)
dépend de la composition courante du portefeuille de la firme en termes d’actifs réels et
d’options et la structure technologique finale est généralement déterminée par ’histoire
des réalisations de la valeur de 'actif sous-jacent a la décision d’investissement. Dans le
dernier essai nous construisons un modele oul la biodiversité est évaluée a travers ’'option
de substitution entre ressources dans l'usage. Cette substituabilité, souvent considérée
jusqu’ici comme justifiant I’abandon des espéces, constitue au contraire une source de

valeur pour la diversité et une motivation pour sa conservation.
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Chapitre 1

Introduction générale

Les décisions d’investissements réels sont des décisions cruciales, qui engagent I'investis-
seur, trés souvent d’'une maniére irréversible et presque toujours dans un environnement
incertain. La décision d’investissement comporte un engagement durable de ’entreprise
dans un actif et restreint dans une certaine mesure l’ensemble de ses choix pour ses ac-
tions futures. L’investissement implique I'adaptation du capital acquis a 'usage propre de
la firme donc sa transformation en un capital spécifique. Ce premier trait de I'investisse-
ment constitue la premiére source d’irréversibilité. La deuxiéme source est I'imperfection
d’information sur les marchés secondaires. Ces deux réalités se traduisent par une asymé-
trie ou un écart entre les cotits d’investissement et les cotits de désinvestissement. L’entre-
prise ne peut donc se défaire d’un investissement impunément. Pour désinvestir elle doit
payer un cofit qui correspond a la partie non récupérable du cotit d’investissement initial.
Et le cas limite de l'irréversibilité est représenté par une situation ou le désinvestissement
entraine des pertes infinies qui le rendent impossible.

Nous parlons d’effet irréversibilité lorsque 'irréversibilité de I'investissement est asso-
ciée & une évolution de 'information dont disposent les décideurs sur les états présents

et futurs de la nature. La dynamique de I'information est générée par des chocs qui per-



turbent I'environnement de 'entreprise. Les fluctuations de ’environnement sont source
d’incertitude et les réalisations des chocs sont source d’information. Le cotit économique
de cet ‘effet irréversibilité’ correspond au prix que les décideurs sont préts a payer pour
garder la liberté de choix ou encore la flexibilité. Ce cofit représente la valeur d’option
d’une décision. Cette valeur demeure non nulle tant que la firme n’a pas fait un choix
irréversible.

Le décideur doit donc arbitrer entre la valeur de I'opportunité de prendre la décision
d’investissement dans 'immeédiat et le cotit associé a la perte de I'opportunité de prendre
cette méme décision & un meilleur moment. Cet arbitrage permet de faire I’analogie entre
une décision d’investissement et I’exercice d’une option financiére. En effet, une entreprise
qui posséde un projet d’investissement ou une opportunité d’investir, détient une option
réelle qui lui donne le droit de réaliser une dépense d’investissement et de recevoir un
certain actif en contrepartie.

L’incertitude est 1’aléa associé a I’environnement externe et elle est prise comme un dé-
terminant dans I’analyse d’options réelles. Les investisseurs ne peuvent pas I’influencer, par
contre ils peuvent controler leur exposition & cette incertitude. En effet, a travers les actifs,
I'incertitude externe est transformée en une incertitude sur la valeur de I'investissement
et le risque sera la conséquence défavorable de cette exposition.

La théorie des options réelles emprunte les techniques d’évaluation des options finan-
ciéres pour la résolution de problémes d’investissement irréversible. La littérature sur les
modeles & valeur d’option réelle s’est beaucoup développée depuis les travaux de Bernanke
(1983) et McDonald et Siegel (1985, 86). Les premiers modeles traitent le probleme d’une
firme qui a un projet d’investissement unique et qui doit décider de la date optimale de
sa réalisation. A partir des travaux des auteurs déja cités et de ceux de Dixit(1989, 91)
et de Pindyck(1988, 91), ces modeles peuvent étre décrits par une structure commune.
L’irréversibilité de I'investissement prend une forme simple d’un cott fixe indépendant du

volume de capital & installer. L’incertitude est introduite a travers des chocs continus sur



une variable déterminante pour la décision. Que ce soit une incertitude qui se rattache
a la demande ou une incertitude reliée a 'exploitation, elle peut étre résumée par une
incertitude sur la valeur des flux de profits du projet. Cette derniére est modélisée comme
une variable stochastique qui suit un processus de diffusion.

L’investissement n’est entrepris que lorsque la valeur actualisée du projet couvre la
dépense initiale d’investissement et le cotit économique de renoncer a la possibilité de
reporter cette dépense. Ce deuxiéme terme de cofit représente la valeur d’option nette du
colit fixe nécessaire a son exercice. Ce colit d’opportunité correspond a la valeur actuelle
nette des profits espérés de I'option, révisée a chaque instant en fonction de I'information
nouvelle sur le flux de profits.

Dans ce modéle, le rendement requis pour investir est supérieur & celui du modele
standard sans effet irréversibilité. L’écart refléte la valeur de attente (report de la décision)
qui permet de bénéficier de plus d’information sur la rentabilité espérée du projet.

L’étude de 'impact d’un accroissement de l'incertitude future sur le comportement du
décideur méne & une conclusion importante. L’augmentation de la volatilité de la valeur
du projet est accompagnée d’une augmentation de la valeur d’option. En d’autres termes,
plus I'incertitude est forte et plus la valeur de I'attente est élevée, ce qui méne & retarder
la date de réalisation du projet. L’incertitude ajoute de la valeur aux investissements car
elle est créatrice d’opportunités ou d’options. Une option d’abandon ou une option de
suspension par exemple, n’existent qu’en raison de I'incertitude reliée a la valeur des flux
de profits futurs.

Les résultats de ce modéle apportent une explication & certains faits observés. Le
premier fait est relié au comportement des entrepreneurs et se traduit par des taux de
rendement exigés plus élevés que ceux réalisés sur les marchés financiers (Summers(1987)).
Le deuxiéme fait se rapporte a ’évaluation des entreprises sur le marché. Beaucoup de
firmes ont une valeur de marché qui ne trouve pas sa contrepartie dans leurs performances

observées. Cette constatation peut étre expliquée par la prise en compte de la valeur de



toutes les options qu’une entreprise posséde : une détention de certains droits (concession,
brevet...), une capacité propre de réaliser un projet, de répondre a une demande présente
ou future.

Cette théorie a été initialement adoptée dans les travaux en ressources naturelles. Ci-
tons Paddock, Siegel et Smith (1988) qui assimilent les réserves de ressource naturelle dans
un cadre incertain a une option sur ’extraction future de la ressource. Brennan et Schwartz
(1985) prennent ’exemple d’une mine pour déterminer la valeur de ce projet et les stra-
tégies optimales de développement, d’exploitation et d’abandon. Le champ d’application
de la théorie des options réelles s’est avéré plus large comme le montrent plusieurs autres
travaux. De nombreuses extensions ont été faites au modéle standard d’investissement
irréversible en présence d’incertitude. McDonald et Siegel (1985) analysent la décision
d’investissement dans un projet discret avec une option de suspension temporaire de la
production lorsque le profit courant est négatif. Ces mémes auteurs (1986) modélisent
I'incertitude sur les bénéfices du projet et sur le coit d’investissement. Pindyck (1993)
distingue entre deux types d’incertitude sur le cotit d’un projet dont la réalisation s’étale
dans le temps : incertitude technique qui n’est résolue qu’en entrepenant l’investissement
et incertitude sur les prix des intrants qui est exogéne a l'activité d’investissement de la
firme. Pindyck montre que la décision d’investissement est affectée de maniére différente
par ces deux types d’incertitude. Dixit (1989) aborde les décisions d’entrée et de sortie
et évalue simultanément cette option composée. Pindyck (1988) montre qu’en présence
d’irréversibilité la capacité de production est plus faible et que la valeur de la firme est
attribuable en grande partie a ses possibilités d’expansion. He et Pindyck (1992) traitent
le probléeme de choix de technologie et de capacité de production dans un modeéle ou la
firme peut produire deux biens pour lesquels la demande est stochastique.

Le présent travail s’intéresse a plusieurs facettes de I'investissement lorsque sa concré-
tisation implique un choix entre diverses options. On rencontre souvent ce type de dé-

cision dans les projets d’exploitation de ressources naturelles ou des projets contraints



par des normes environnementales, par exemple. Le progres technologique et la diversité
des systémes de production font que les décideurs doivent choisir entre des technologies
apportant des réponses différentes quant a la préservation de ’environnement et/ou a la
gestion rationnelle et durable des ressources naturelles. Dans ce contexte, I'opportunité
d’investissement s’assimile & un ensemble d’options réelles simultanées dont I’exercice est
mutuellement exclusif.

Les trois essais de la thése s’inscrivent dans ce cadre général et répondent par une
approche d’options réelles & trois questions. Premiérement, nous analysons D'effet sur la
régle de décision de la multiplicité d’options pour une opportunité d’investissement, avec
incertitude asymétrique sur les valeurs des projets. Deuxiémement, nous formulons le
probléme de la diversification du risque par choix des technologies de production, en faisant
le paralléle entre la constitution d’installations de production et celle d’'un portefeuille
d’actifs réels. Et troisiémement, nous adaptons la structure générale du probléme de prise
de décision irréversible en présence d’options diverses, pour la question de I’évaluation de
la biodiversité et de la décision de désinvestissement dans ses ressources.

Dans le premier essai, nous trouvons que le choix de technologie dépend des valeurs
relatives des options et que la flexibilité associée a leur multiplicité réduit 'investissement
par rapport & chaque actif, effet accentué par toute augmentation de l'incertitude sur
la valeur de ’'une des options. Dans le second essai, nous montrons que I’évaluation d’un
méme projet dépend de la composition du portefeuille de la firme en termes d’actifs réels et
d’options et que la diversification technologique stimule I'investissement. L’irréversibilité,
en créant des délais dans les décisions d’investissements réels, est a 1’origine de la divergence
entre la constitution d’un portefeuille d’actifs réels et la sélection d’un portefeuille de titres
financiers. Cependant, ces décisions sont comparables lorsque la valeur des projets est
assez élevée pour éliminer les intervalles d’attente dans les investissements réels. Dans le
dernier essai, nous appliquons la méthode des options réelles pour évaluer la biodiversité

a travers 'option de substitution de ses ressources dans 1'usage. Nous montrons aussi que



la substituabilité encourage la conservation de la biodiversité.



Chapitre 2

Investissement irréversible et

choix technologique

2.1 Introduction

Souvent 'investisseur se trouve face a une décision qui met en cause différents projets
interdépendants. L’interaction entre les projets peut prendre plusieurs formes (Childs, Ott
et Triantis (1998)) : ils peuvent étre des substituts partiels, complémentaires ou mutuel-
lement exclusifs. Dans le cadre de la théorie des options réelles, Childs, Ott et Triantis
(1998) étudient le cas d’exclusivité mutuelle ol la firme peut investir dans I'étape de déve-
loppement de deux projets mais ne peut réaliser qu’un seul. Ils montrent que le choix d’un
développement paralléle ou séquentiel dépend des valeurs relatives des options associées a
chacune de ces stratégies de développement et que I'ordre optimal pour le développement
séquentiel ne commence pas toujours par le projet le plus profitable.

Herbelot (1992), dans sa theése de doctorat, utilise 'approche d’options réelles pour
étudier le probleme des producteurs d’énergie électrique aux Etats Unis aprés les amen-

dements apportés par le Clean Air Act. Pour se conformer & la nouvelle réglementation,



les producteurs ont le choix entre trois alternatives. Ils peuvent, soit acheter des droits
d’émission de SO2 et continuer & émettre autant qu’avant, soit réduire leurs émissions
de SO2 par un investissement irréversible. L’investissement implique le choix entre deux
possibilités : adapter les installations existantes et remplacer 1'utilisation de charbon a
haute teneur en oxyde de soufre par du charbon & faible teneur en oxyde de soufre, ou
bien installer un systéme pour filtrer les émissions de gaz. Herbelot montre qu’a cause
de la flexibilité qu’ils procurent, 'achat de droits d’émission peut étre préféré aux deux
autres possibilités méme si la valeur présente des cotlits attendus s’avere plus élevée. 11
montre aussi que le cotlt effectif de se conformer & la nouvelle réglementation est réduit
par la valeur des deux options d’investissement détenues par le producteur. Epaulard et
Gallon (2000) étudient la décision de construction d’un prototype nucléaire EPR! qui as-
surera une flexibilité future au niveau du choix de technologie de production électrique.
Les auteurs trouvent que cette flexibilité peut justifier 'investissement dans la centrale
de référence, qui est considéré comme ’achat d’une assurance contre les aléas touchant la
technologie concurrente envisagée.

Nous nous intéressons a cette situation ol I'investisseur posséde une opportunité d’in-
vestissement renfermant plusieurs options mutuellement exclusives ex-post. Tant qu’il n’a
pas investi, il a le choix entre différentes technologies de production disponibles. Au mo-
ment de la réalisation de l'investissement, ses options prennent les caractéristiques de
projets mutuellement exclusifs. Il doit donc prendre une décision a double niveau : dé-
cider du moment optimal de s’engager dans un investissement irréversible et choisir la
technologie de production optimale. Cette situation revét plus d’intérét, lorsque 1’élément
incertitude frappe asymétriquement les différentes technologies. L’investisseur doit, par
exemple, choisir entre une technologie qui lui assure un flux de revenus futurs certains et

une technologie qui est telle qu’il se trouve & opérer dans un environnement incertain.

!European Pressurized Reactor.



Dans ce travail, nous nous proposons d’analyser le comportement d’une firme qui opére
sur le marché en utilisant des installations de production légeéres lui permettant de garder
sa flexibilité et qui détient une opportunité d’investissement unique avec deux options
pour sa réalisation. La premiére option lui donne la possibilité de faire une dépense fixe
pour acquérir une capacité de production qui lui permet d’approvisionner son marché
avec une quantité donnée d’output a un cott variable de production connu avec certitude.
La deuxiéme option lui donne également la possibilité de recevoir des installations de
production d’une capacité déterminée en contrepartie d’une mise de fonds initiale fixe non
récupérable. Mais & la différence du premier type d’investissement, les cotits de production
futurs dépendent d’une variable qui se réalise d’une maniére aléatoire. En particulier nous
voulons savoir comment la régle de décision (moment critique et choix de la technologie)
est affectée par le fait que la firme a le choix entre deux actifs lorsqu’elle investit.

La disponibilité du choix entre les deux technologies réduit I'investissement relative-
ment & chaque actif ; elle augmente la valeur de la flexibilité ex-ante. L’incertitude prolonge
Iattente, méme lorsque son effet global (direct et indirect) entraine une baisse de la valeur
d’option.

On rencontre une multiplicité de technologies de production dans plusieurs industries,
notamment celle de 1’énergie électrique. 1l existe plusieurs sources de production : hydrau-
lique, thermique, nucléaire et éolienne. Les projets d’investissement dans cette industrie
impliquent I’engagement de montants considérables pour des actifs spécifiques. Les valeurs
de ces projets sont incertaines et la majeure partie de 'incertitude trouve sa source dans
les caractéristiques de la technologie de production i.e. la nature des intrants utilisés. Une
centrale nucléaire a un cott d’investissement élevé et un cott de production faible et peu
volatil. Par contre une centrale thermique fonctionnant au gaz est moins chére a construire
mais caractérisée par des fluctuations importantes au niveau des cotits de production; le
prix du gaz est trés volatil. Pour une centrale hydroélectrique, la variabilité des débits

d’eau est la cause de fluctuations de la production ; ce que nous pouvons traduire en terme



d’incertitude sur le cotit de production si le producteur doit recourir a quelque autre source
pour assurer l'approvisionnement de son marché.

La construction d’une centrale nucléaire peut étre considérée comme un projet sans
risque, quant a la quantité et aux cofits, relativement & un investissement dans une centrale
hydroélectrique ou & gaz; si on fait abstraction des questions de sécurité. La disponibilité
de ces technologies qui exposent la firme a différents degrés d’incertitude future, justifie a
notre avis l'existence de situations oul le choix entre projets d’investissement incertains et
des projets relativement certains, s’impose.

Dans la section 2, nous développons le modeéle et présentons sa résolution dans un cadre
sans incertitude, puis dans un cadre incertain. La section 3 sera consacrée a 'analyse des

résultats et la derniére & la conclusion.

2.2 Le modéle

2.2.1 Description du modéle

Considérons une firme produisant un certain bien final et qui doit approvisionner un
marché ol la demande @) est donnée. Nous ne nous intéressons pas & I’évolution du marché
du produit final parce qu’il est commun a toutes les technologies et I'incertitude qui peut
y trouver son origine affectera les valeurs des projets pareillement.

La firme sert déja le marché par un systéme, que nous désignerons par technologie
légere, qui ne fait intervenir aucune installation lourde nécessitant un investissement initial.
La production est assurée par des installations légeéres et/ou par la sous-traitance. La firme
conserve ainsi une flexibilité totale, dans le sens qu’elle peut arréter toute activité sans
subir aucun cott et qu’elle préserve la liberté d’action future en cas de changement dans
son environnement. Cependant, elle doit payer un prix élevé pour garder sa flexibilité. En
effet, qu’elle recoure & la sous-traitance ou produise elle-méme, la firme supporte un cott

élevé pour approvisionner le marché. Nous supposons que cette technologie 1égere induit
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un cott constant 6’ .

La firme a une opportunité de procéder & un unique investissement consistant a ins-
taller une capacité de production @, utilisant I'un des deux systémes de production ou
technologies disponibles.

La premiére technologie, technologie sans risque désignée par tech C, consiste & inves-
tir dans des installations de production ne comportant aucune incertitude, ni au niveau
du cott d’investissement, ni ultérieurement au niveau des cofits variables de production.
L’acquisition d’une capacité de production () colite un montant irrécupérable K relati-
vement élevé. Nous faisons I’hypothése que le cotit variable de production de @ est nul;
cette hypotheése simplificatrice n’a pas d’impact qualitatif sur les résultats.

La deuxiéme technologie est ’alternative incertaine, nous la désignons par tech I. Elle
implique une mise de fonds initiale non récupérable I et des flux de revenus nets futurs
incertains. Le cott de production avec cette technologie dépend en effet d’une variable

aléatoire v qui suit un processus Brownien sans tendance.

dv = odz (2.1)

dz = g4V dt est I’accroissement d’un processus de Wiener, avec ¢; une variable aléatoire de
moyenne nulle, indépendante dans le temps et normalement distribuée. v est contintiment
perturbé par des chocs d’espérance nulle et de variance instantanée o2dt. Le cott de

production de la quantité @ par période est :

C(v) = Ce™,

il est décroissant et convexe en v. La convexité de la fonction de cott implique la concavité
du profit par rapport & v. Comme C(0) = C, un niveau de v nul indique que le cotit de
production avec la tech I est égal au colt de production avec la technologie légére; si v

passe au-dessous de 0 la tech I devient plus cotiteuse que la technologie 1égere.
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Etant donné le mouvement aléatoire de v, le cotit de production C(v) suit un processus
Brownien Géométrique dont la dérive, taux de croissance espéré, est une fonction de o2 :
dc  o?

Pour faire le lien avec les exemples précédemment cités, la variable v peut étre un indice
de débit si le projet d’investissement dans la tech I correspond & la construction d’une
centrale hydroélectrique. La variable v serait un indice exprimant une fonction du prix du
gaz, décroissante et convexe, s’il s’agit de construire une centrale thermique a gaz; plus le
prix du gaz est élevé, plus v est faible et plus le cotit de production est important.

Le choix des parameétres est fait de maniére & n’exclure aucune des deux options tech-
nologiques de prime abord. Nous supposons que les cotits initiaux d’investissement K et
I, respectivement dans la tech I et dans la tech C, sont inférieurs a la valeur présente des
cotts de production de ) avec la technologie légére : K < g et I < g ou 7 est le taux
d’intérét sans risque. De ce fait, il est plus attrayant d’investir immédiatement dans la tech
C que de recourir indéfiniment a la technologie 1égére. Cependant, pour certaines valeurs
de v, il est encore plus intéressant d’investir dans la tech I. En effet, nous supposons aussi,
que la construction d’installations de production avec la tech C est plus cotiteuse que celle
d’installations de production avec la tech I : I < K. Cette hypothése garantit ’existence
de valeurs de v pour lesquelles I'utilisation de la technologie incertaine est plus profitable
que les deux autres systémes de production, malgré la présence de cotits variables.

La stratégie optimale d’investissement de la firme est analysée dans le cadre du modéle
décrit ci-haut. Il y a deux niveaux de décisions. Dans un premier niveau la firme doit
choisir entre la flexibilité et 'engagement. Une fois qu’elle opte pour I'engagement, elle
doit décider si elle investit dans la technologie risquée ou bien dans la technologie certaine.

Ces décisions sont prises simultanément.
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2.2.2 Modéle sans incertitude

Dans le cas déterministe ot la valeur de v est connue et constante a tout ¢, la valeur

de la firme qui peut décider d’investir aussitot est? :

V = max /eT(St) (R—C)ds ; /eT(St)Rds -K ;
t t

(e}

/ e TR - C(v))ds — T

t

V:max{R_(_J N E—C(”)—I} (2.3)

r r r r
ol R est le revenu de la firme provenant de la vente d’'une quantité @) sur le marché & un
prix donné P. Les flux de profits sont actualisés au taux r, dont nous allons discuter dans
la section prochaine.
D’aprés nos hypothéses, le projet d’investissement dans la tech C' est toujours plus

profitable que la technologie légere :

R—
r

- K.

<

A
= | =

Le probléme 2.3 se réduit au choix entre la tech C et la tech I :

V:max{E—K ; E—%—I}.
r r r

A vt = ln(%) les deux projets sont équivalents (figure 2.1). La valeur présente des
cotits de production cumulés de la tech I, g:f—*l, égalise la différence entre les cotits directs
d’investissement K et I. Ou encore le cott variable C(v*) est égal & r(K — I), rendement

du capital que l'investisseur considére comme cotit d’opportunité s’il achéte la tech C. Si

2» n’a pas de tendance dans le temps. Quelque soit ¢, v; = v.
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Valeurs
Des projets | S —

Tech C

F1G. 2.1 — Décision d’investissement en certitude

v est plus petit que v*, le cotit de production C(v) est assez élevé pour que I'avantage de
(@)

la tech I sur la tech C en terme de cofits d’investissement disparaisse : CT > (K —1I).

Par contre, lorsque v est plus grand que v*, la tech I est plus rentable.

2.2.3 Modéle avec incertitude

Si la firme ne possédait que I'option d’investir dans la tech I, on aurait le modéle clas-
sique d’investissement irréversible dans un unique projet dont la valeur est incertaine. La
régle de décision est alors traduite par une valeur critique v de la variable stochastique qui
déclenche l'investissement et au-dessous de laquelle la firme préfére continuer de produire
a un cott élevé et voir comment évolue la variable aléatoire v.

Dans notre modele, la firme a une opportunité d’investissement renfermant deux op-

tions. Méme si la valeur du projet d’investissement dans la tech C est indépendante de v,
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la décision de son exécution dépend indirectement des réalisations de v. Etant donné que
les deux projets sont irréversibles et mutuellement exclusifs, lorsque la firme se lance dans
la construction des installations de la tech C elle perd l'option d’investir dans la tech [
si éventuellement v atteint des valeurs élevées. Elle se prive ainsi de I'opportunité d’avoir
plus d’information sur 1’évolution du niveau du cott et de faire un choix plus éclairé. De
méme, si elle investit dans la tech I trés tot, elle renonce a 'option d’investir dans la tech
C si v s’avere faible.

La fonction de valeur de la firme provient du flux de profits courants et de la valeur des
options de celle-ci sur des flux de profits futurs. Nous utilisons la méthode de programma-
tion dynamique pour déterminer cette fonction et ‘évaluer’ la volonté ou la disposition de
la firme & détenir ces options. Pour escompter les valeurs futures, on a besoin d’un taux
d’actualisation. En programmation dynamique, le taux d’escompte est exogéne. 11 s’inter-
préte comme le colt d’opportunité du capital et donc doit étre égal au rendement que
I'investisseur aurait pu obtenir avec une opportunité d’investissement qui a des caractéris-
tiques de risque comparables. La méthode des actifs contingents évalue les opportunités
de la firme en répliquant le rendement espéré et le risque de ’actif sous-jacent & travers un
portefeuille d’actifs échangés sur les marchés?. L’équilibre des marchés de capitaux élimine
les possibilités d’arbitrage et détermine le rendement exigé sur ’actif détenu par la firme.
Par cette méthode, il n’y a que le taux d’intérét sans risque qui est pris de fagon exogeéne.
Cependant, les deux méthodes d’évaluation des options réelles sont équivalentes, si dans
la programmation dynamique on utilise le taux d’intérét sans risque comme taux d’actua-
lisation et si on ajuste le taux d’appréciation espérée de la valeur de D'actif sous-jacent
par la prime de risque déterminée par I’équilibre du marché. Dans la suite de ce travail,
nous allons supposer la neutralité au risque de I'investisseur et prendre le taux d’intérét

sans risque r comme taux d’actualisation; les flux certains et incertains sont escomptés

3Cette approche suppose une économie avec un grand nombre d’actifs échangés avec différents rende-

ments et carctéristiques de risque.
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au méme taux.
Soit W (i, j,v) la valeur de la firme lorsqu’elle posséde i unité de la tech I et j unité
de la tech C. W(0,0,v) est la valeur de la firme qui n’a pas encore investi et qui détient

I'opportunité de le faire.

T
W(0,0,v) = max E, /eT(St) (R—C)ds + e ™ T (W(i,j,vr) —il — jK) ;
t

i,j€{1,0} | ij=0; T=inf(t |i=1ouj=1)} (2.4)

sous la contrainte dv = odz.

La valeur de la firme se compose de la valeur présente de ses profits cumulés jusqu’a
la date T et de la valeur qu’elle espére obtenir si elle investit a 7', ramenée au temps
présent t. T est la date d’arrét, qui est stochastique. C’est 'instant auquel v atteint pour
la premiére fois un seuil qui déclenche I'investissement, soit dans la tech C, soit dans la
tech I

Décomposons le temps en un laps dt plus le temps qui reste entre (¢ + dt) et T :

t-dt T
W(0,0,v) = max E; / e TR — C)ds + e / et (R _ O)ds+

t t-+dt

ot {G,T(T,th) (W(i,j,vr) —il —jK)} ;

1,7 €{1,0} /ij=0; T=inf(t |i=1louj=1)}. (2.5)

En supposant qu’au terme de dt, on est toujours dans la région de continuation, autrement

dit (¢t + dt) < T, la valeur de la firme peut s’écrire comme suit :
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t-+dt
W (0,0,v;) = / e TR — C)ds + e THE, [W(0,0,v; + dv) | vy]. (2.6)
t

La valeur de continuation se compose du flux de profit courant provenant de I'exploitation
de la technologie légére sur 'intervalle dt et, de la valeur présente espérée de détenir encore

I'option d’investissement au bout de cet intervalle de temps.

W(0,0,v;) = (R — C)dt + e " E, [W(0,0,v; + dv) | vy].

Par une expansion de 2°™¢ ordre de E [e™"*W (0,0, v + dv)] autour de dt = 0 (dv = 0),
on obtient 1’égalité suivante entre le rendement espéré par la firme et le gain en capital

sur dt :

rWdt = (R — C)dt + E [dW] . (2.7)

La différentielle dW est donnée par le lemme d’Ito :

oW 10°W
AW =5 -dvt 555

(dv)?. (2.8)

L’équation de Bellman pour le probléme (2.5) est obtenue aprés substitution de dv par

son mouvement (2.1) dans ’équation (2.8) et insertion de dWW dans I’équation (2.7).

2 92
%%TWQ/ — W + (R—C) = 0. (2.9)

Cette équation différentielle de 26™¢ ordre non homogéne admet pour solution particuliére :

R%é et pour solution complémentaire : Be®. En remplacant la solution complémentaire
dans la partie homogeéne de 'équation (2.9), nous obtenons ’équation caractéristique :
r— ‘7—2262 = 0. Puisque 7 et o2 sont strictement positifs, cette équation a deux racines

réelles de signes opposés 3 = £ % (31 et 35 sont les racines respectivement positive et

négative. Toute solution de 'équation (2.9) est donc de la forme :
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W(0,0,v;) = R%C + BpeP1? 4 ByePovt (2.10)

ol Bj et By sont deux constantes a déterminer.

Le premier terme de la solution représente la valeur de la firme si elle n’investit jamais
et continue a utiliser la technologie légére pour fournir ) sur le marché. Les deux autres
termes représentent la valeur de I'option d’investissement détenue par la firme. Notons
que lorsque les réalisations de v sont trés faibles la valeur de l'option d’investir dans la
tech I ne s’annule pas. Le processus de v est tel qu’il y a toujours une probabilité que les
réalisations de la variable s’améliorent dans I’avenir.

L’équation de Bellman doit étre satisfaite par W (0, 0,v) tant que la firme n’a pas encore
investi. Les deux instants auxquels la firme exerce son option par le choix de 1'une ou
I’autre des technologies correspondent & deux valeurs critiques de la variable stochastique
v qui vont déclencher I'investissement. Quatre conditions aux bornes vont déterminer les
régions d’arrét. A chaque instant, la firme compare le coat d’attendre et reporter la dépense
d’investissement et le colit d’'une décision immeédiate. En d’autres termes, elle compare sa
valeur d’option et la valeur présente des flux de profits générés par la réalisation immédiate
de chacun des projets, nette du coit d’investissement initial. Ceci nous permet de poser
deux conditions de ‘value-matching’ et deux conditions de ‘smooth-pasting’ garantissant
la continuité de W(0,0,v) et la tangence aux points de contact.

Soit W(0,1) = W(0,1,v¢) la valeur nette de la firme qui investit a ¢ dans le projet
certain. W(0,1) est la valeur présente, nette du cott d’investissement, des flux de profits

du projet :

e "G VRds — K

~ K. (2.11)

=
=
=
Il

= |bj H\g
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Lorsque la firme investit dans le projet risqué, sa valeur nette est :

W(1,0,v) = E; /eT(St)(R—Ce”S)dS —1I
t

W(I,O,vt) =

e — I 2.12
> (2.12)

Une restriction sur r et o est nécessaire a ce stade. Le taux d’actualisation r doit étre
supérieur a "2—2 et donc (3, supérieur & 1. Rappelons que ”72 est le taux de croissance espéré
du cotit de production C(v). Lorsque ¢ tend vers oo, le cofit de production cumulé et
escompté sera infini si r est inférieur a %2 et la valeur du projet tend vers —oo. L’option
d’investissement dans ’actif risqué ne sera donc jamais exercée. Sous la restriction indiquée,
la fonction W(1,0,v) prend la forme donnée par (2.12); elle est croissante et concave en
.

Au seulil critique T qui déclenche I'investissement dans l'actif incertain, les conditions

d’arrét sont :
W(0,0,v) = W(1,0,) (2.13)

oW (0,0, ) _ OW(1,0,0)
S = (2.14)

Au seuil critique v qui déclenche l'investissement dans actif certain, les conditions

d’arrét sont :

oW (0,0,v) AW (0,1)
ov - Ov

. (2.16)
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En utilisant les expressions des fonctions données par les équations (2.10)-(2.12), les

conditions (2.13)-(2.16) deviennent :

B1e?1? 4+ ByeP2? 4 1 = g - _C% e ? (2.17)
B1B1e”1" + By By = . _00_22 e”? (2.18)
Byl 4 ByePt 4 K = g (2.19)

B, B1€P18 + By ByeP2? = 0. (2.20)

D’apres les équations (2.17) et (2.19), a la date d’exercice de I'option d’investissement,
le bénéfice espéré du projet réalisé, en terme de réduction des cotits de production par
rapport a la technologie 1égére utilisée, doit compenser le cott direct d’investissement et
le cotit d’opportunité. Le cotit d’opportunité consiste en la perte de I'option de reporter
la décision et de la flexibilité de choisir entre les deux technologies ou actifs disponibles.
Les conditions (2.18)-(2.20), imposent 1’égalité entre les changements marginaux du cofit
d’opportunité et du bénéfice espéré suite & une variation de la variable d’état v, aux points
de contact.

Ces quatre conditions permettent de déterminer les constantes B et Bs et les deux
seuils critiques v et v en fonction des paramétres du modele. Analytiquement, nous arrivons

A une expression qui définit 1’écart entre les deux seuils d’investissement.

1

(v —v)=—=—1In(X). (2.21)
B
/ c_
avecX:%;(lfﬂ%) et A:f—I>1.
1 %7K



A partir des conditions (2.17)-(2.20) nous déterminons les expressions explicites des

deux valeurs critiques T et v et les constantes By et By :

B, = e Pe (2.24)

By = Py, (2.25)

La fonction de valeur W (0,0,v) est convexe en v, elle atteint un minimum en v et

elle est croissante et continue sur l'intervalle [v, v]. Nous avons v < v, puisque la dérivée

premiére de W (0,0, v) est croissante et BWS]Q;O’Q) < BWS]QJO@. On peut aussi vérifier que X
est supérieur a 1.
% — K siv<wv
W(0,0,v) = R%a + ByeP1? + Boefa? siv<v <V
%— 0026_”—1 siv>v
-2

2

2.3 Analyse des résultats

2.3.1 La régle de décision

Nous avons caractérisé la régle de décision qui stipule d’investir au moment ou v
atteint soit ¥ soit v. Selon les hypothéses posées sur les paramétres ’écart entre les seuils
est positif. Ces deux valeurs critiques, représentent donc une limite inférieure (v) et une
limite supérieure (7) a la région d’inaction et déterminent le choix de la technologie ou du

projet d’investissement (figure 2.2).
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A partir d’une situation initiale ou la valeur de v est comprise entre v et T, aucune
action n’est entreprise. La firme a intérét a attendre et voir dans quel sens évolue cet indice.
Le premier instant que v atteint I'une des bornes, s’engager devient plus intéressant pour
la firme que de garder sa flexibilité. Si v atteint en premier v, la firme investit dans le
projet certain. Les réalisations de v sont suffisamment faibles (v < v) pour que 'option
incertaine soit écartée et pour que la firme investisse sans attendre dans la technologie
sans risque. Si par contre, v atteint ¥ en premier, c’est le projet incertain qui sera réalisé.
Les réalisations élevées de v (v > ¥) rendent la technologie a risque plus profitable méme
si la firme perd l'option d’investir dans la technologie certaine.

11 est intéressant de noter que le point d’intersection entre W(0,1) et W(1,0,v) donne
la valeur de la variable aléatoire v et par conséquent le cotit C(v) qui détermine le choix
de la technologie, si la firme peut et doit décider d’investir immédiatement. Sans ’'option
de reporter 'investissement, la régle de décision consiste & installer la tech C, si v < v}, et
la tech I, si v < v¥. A v = v¥, la firme est indifférente entre les deux types d’actifs. Clest
la régle que donne une évaluation traditionnelle des projets par leurs valeurs présentes

espérées nettes.

vizln( 002) —In(K—-1). (2.26)

=T
v} se trouve dans l'intervalle des valeurs de v, [, 7] pour lesquelles 'attente est le meilleur
choix pour la firme. La valeur de la flexibilité de produire avec la technologie légére, méme
si elle est cotiteuse, compte tenu de 'opportunité d’installer I'une des technologies dispo-
nibles, est plus importante que celle que la firme peut espérer recevoir par un engagement
immédiat. une régle de décision basée sur v}, ignorerait les options de la firme et la flexi-
bilité ex-ante qu’elles lui offrent. L’écart entre v et v} reflete la valeur de I'opportunité
de reporter la décision d’acquisition de la tech C' et de pouvoir profiter d'une hausse

éventuelle de v (baisse du cott de production C(v)). La différence entre v} et T traduit
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F1a. 2.2 — Décision d’investissement et choix de la technologie

la valeur de l'opportunité de ne pas procéder immédiatement a I'installation de la tech I
et de garder la possibilité de choisir 'actif sans risque en cas d’une baisse de v (hausse de
C(v)). L’investisseur se réserve une marge de flexibilité pour limiter le risque inhérent a
sa décision d’investissement.

Le seuil v} augmente avec I'incertitude et il est & son minimum en 02 = 0 : v = v*.

our r—

o 2
do? 2C
et quelle que soit 02 > 0 :
v <y <.

Lorsque o2 tend vers zéro ’écart entre les seuils critiques T et v s’annule et on peut vérifier

que ces derniers se confondent avec v* :
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lim v = lim v =v", (2.27)
a2—0 02—0

v* sépare l'intervalle des valeurs de v pour lesquelles la firme choisit 'investissement dans
la tech C et lintervalle des valeurs pour lesquelles 'investissement dans la tech I est
préféré. En 'absence d’incertitude, la région d’attente n’existe pas, puisqu’il n’y a pas de
gain du report de la décision d’investissement.

Dans le modéle avec uniquement 'option d’investissement dans la technologie incer-
taine, la régle de décision est d’attendre que v dépasse le seuil critique v pour investir ou

encore que le cotit de production C(v) baisse suffisamment (au-dessous de C(v))*.

s (1t _c _n<£_>
1(51 T_U;> n(——1). (2.28)

On peut montrer que v est inférieur & ¥. L’investisseur s’engagera dans la tech I, en
acceptant un cotit de production espéré plus élevé lorsqu’elle représente la seule alternative
a la sous-traitance. Dans ce cas, le colit d’opportunité de l'investissement n’intégre pas
le cotit de renonciation & un deuxiéme projet mais uniquement celui de se départir d’une
production flexible avec une option de I’échanger contre des installations irréversibles. Par
conséquent, la valeur d’option est plus faible et la région de continuation est moins étendue
que dans le modéle ot il y a deux alternatives a la sous-traitance.

En regardant les seuils critiques d’investissement dans la tech I, T et v, la décision
d’acquisition est prise plus tot (& un v moins élevé) lorsque la tech C n’est pas disponible.
Mais ceci ne signifie pas que l'intervalle d’attente est moins important dans ce cas. Ef-
fectivement, pour toutes les valeurs faibles de v au-dessous de v, une firme qui a le choix
entre les deux technologies aurait déja investi (tech C) alors qu’elle se trouverait dans
une région de continuation si la tech I est 'unique technologie disponible. La figure 2.3,

reproduit les fonctions de valeur et les régles de décision dans les deux situations.

Voir annexe A.
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W(jv) T

4 W(0.0,v) W(0.1)

W(0,v)

W(1,0,v)

F1a. 2.3 — Investissement dans tech [ ; avec et sans la technologie concurrente

Lorsque le cotit d’investissement dans la technologie certaine, K, tend vers la valeur
présente du cott de production de la technologie légére, %, I'investissement dans 'actif
sans risque cesse d’étre une option pour la firme. Nous retrouvons alors le résultat du
modele avec une seule option d’investissement : I’option d’installer I'actif risqué. En effet,

nous avomns :

lim v = o.
K—<

r

2.3.2 Impact de la volatilité

Le cott variable de production C(v) a une tendance (2.2) qui est fonction du parameétre
d’incertitude o. Alors, toute variation de la volatilité aura un effet direct et un autre
indirect, & travers le taux de croissance espéré du coiit.

Pour ’analyse de I'impact de l'incertitude sur la valeur de I'opportunité d’investisse-
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ment de la firme et sur la régle de décision, nous allons d’abord isoler I'effet direct en
supposant 'indépendance entre les déterminants des fonctions de valeurs, puis les laisser

libre de s’ajuster a la variation de la volatilité.

Les effets directs d’une variation de o2

En posant o = % le processus du cott C(v) (2.2) devient :

d
FC = adt — odz.

Une augmentation de la volatilité, avec une tendance (a) du cotit constante, produit
les résultats habituels des modeles d’options réelles en terme de valeur d’option de I'in-
vestissement. Ainsi la valeur de 'opportunité d’investissement avec choix technologique

augmente quand 'incertitude sur Pactif risqué est plus grande (figure 2.4). Les deux seuils

*

*, ce dernier ne

critiques v et U se déplacent dans des sens contraires en s’éloignant de v
bouge pas puisque « est fixe.

Plus d’incertitude augmente la valeur de 'opportunité d’investir dans la tech I et re-
pousse la date l'investissement (v est plus élevé). D'un autre coté, I'investissement dans
Iactif certain est déclenché par une valeur de v plus faible et donc par un cotat de pro-
duction C(v) plus élevé. Du point de vue de 'investisseur, plus d’incertitude sur la tech I
ne privilégie pas le projet dont la valeur est certaine. Bien au contraire, I’appréciation de
la valeur de 'option d’installer la tech I correspond & une augmentation du cott d’oppor-
tunité d’exercer I'option d’investissement par I'acquisition de ’actif certain. Ainsi, il faut
que le cotit de production avec I’actif risqué atteigne des valeurs plus prohibitives pour que
la firme y renonce, en étant raisonnablement certaine qu’elle ne regrettera pas son choix
de sitot.

L’écart entre les deux seuils critiques, représentant la région de continuation ou de dé-

tention de I'option d’investissement, est plus important. L’augmentation du risque associé
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-- 0,20,

FiG. 2.4 — Effet d’une variation a la hausse de 02 avec o constant

a la tech I ne donne aucun avantage a I'actif sans risque, comme nous aurions pu nous y
attendre. En nous référant aux variations relatives des valeurs critiques, nous constatons
que la hausse de T est moins importante que la baisse de v, ce qui signifie que face a plus

d’incertitude I'investisseur privilégie I’actif risqué.

L’effet total d’une variation de o2

En laissant tous les paramétres du modeéle s’ajuster a la variation de o2, une aug-
mentation de la volatilité réduit la valeur du projet incertain W(1,0,v) et donc le coit
de l'attente, qui correspond & la réduction des cotlits de production non réalisée, diminue
aussi.

dW(1,0,v) c

o = eyt <O (2.29)

Le changement de la valeur de continuation W(0,0,v) résultant d’une variation de
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dW (0,0,v)

l'incertitude est mesuré par — -5

AW (0,0, )
do?

(2.30)

_ 51 Bgefﬁl’v _ Bleﬁlv:| |:’U - dQ:| .

202 - do?
Cette expression est négative si d[% > 0. En effet, on n’a dc% < 0 que pour des valeurs de
parameétres pour lesquelles la tech C est sans intérét (voir annexe A). En dehors donc de
certains cas particuliers, le seuil critique v est croissant en o2 et W (0,0, v) diminue quand
Iincertitude sur la valeur de ’actif risqué est plus grande.

A premiere vue, ce résultat est surprenant. En effet, dans les modeles d’options réelles il
a été démontré que la valeur d’une option dépend directement des paiements de la décision
d’investissement, du temps jusqu’a la date de décision et de la volatilité. L’investissement
est trés sensible a la volatilité dans les valeurs de projets, indépendamment des préférences
au risque. Toutes choses égales par ailleurs, une augmentation du risque total augmente la
valeur de l'option. Lorsque la volatilité est élevée, la distribution des réalisations est plus
large. 11 y a donc plus de chance d’avoir une mauvaise réalisation mais avec des pertes
limitées et une plus grande chance d’avoir une bonne réalisation, ce qui crée de la valeur.

Dans notre modéle, I'augmentation de o correspond & une évolution de la tendance ()
du cotit C'(v) vers la hausse. Pour une méme réalisation de v, le taux de croissance espéré
du cotit de production est plus élevé. L’accroissement de ce taux augmente la sensibilité
de la valeur du projet incertain par rapport a C (vj, ce qui constitue un facteur de baisse

de la valeur d’option d’investissement.

dC(v)

= C(v)dt +

r— r—

dw(1,0,0) = —

g

C(v)dz.

Un phénoméne similaire s’observe dans le modeéle standard d’option lorsque la dérive de la

valeur du projet diminue. Une autre fagon d’appréhender ce phénomeéne est de constater
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F1G. 2.5 — Effet d’une variation de 02 avec ajustement de tous les paramétres

que la valeur présente espérée du projet W (1,0,v) est plus faible puisque les cotits de
production C(v) sont actualisés & un taux (r — “2—2) plus petit, alors que la valeur présente
de la dépense d’investissement reste la méme.

Enfin de compte, la variation de la volatilité s’accompagne de changements dans les
autres parametres du modeéle qui induisent la baisse de la valeur d’option. Notre résultat
ne contredit pas celui des modeéles standards d’options réelles. Il y a un déplacement de
W(1,0,v) et de W(0,0,v) vers la droite (figure 2.5) qui résulte en une augmentation des
deux seuils critiques d’investissement v et T et ainsi qu’un déplacement de v}.

A un seuil critique 7 plus élevé correspond un coat de production C (v) plus faible. Le
niveau du cotit exigé par la firme pour investir dans ’actif risqué est plus petit, ce qui se
traduit par un report dans le temps du moment optimal d’investissement.

¥ croissant en o2, indique que la valeur d’option W(0,0,v) décroit moins rapidement

que la valeur présente du projet W(1, 0, v) lorsque 'incertitude entourant le coit augmente.
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écart

FI1G. 2.6 — Ecart entre les seuils critiques en fonction de o

Le cotit d’opportunité de perdre la flexibilité de reporter la décision d’investissement et de
choisir la technologie, devient quand méme plus élevé relativement a la valeur du projet
risqué. La firme exige donc une rentabilité plus forte du projet a recevoir, pour compenser
le risque additionnel associé a cet actif; ce qu’elle fait en fixant un seuil minimal ¥ plus
élevé, retardant ainsi la date de son investissement.

Sachant que la valeur présente du projet d’investissement dans la tech C est constante
et que W(0,0,v) est croissante en v, les courbes W (0,1) et W(0,0,v) se rencontrent
en un point v plus A droite a la suite d’une augmentation de 2. La firme achéte plus
vite la technologie lui assurant des cotts futurs certains car le cott d’opportunité de cet
engagement a diminué.

L’écart entre les deux seuils critiques qui déclenchent l'investissement croit avec l'in-
certitude (figure 2.6).

d(v — )

Un écart plus important correspond & un intervalle d’attente plus large. L’effet sur

le seuil ¥ est plus important parce que l'incertitude affecte la valeur du projet en méme
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temps que la valeur d’option; ce n’est pas le cas pour le projet certain dont la valeur est
indépendante de cette incertitude. La baisse de la valeur d’option et du cotit d’opportunité
de l’attente rend plus net 'avantage d’un actif sur ’autre sans pou autant réduire le temps
d’attente (figure 2.6).

Dans les deux cas que nous avons exposés, la volatilité réduit ’'investissement en pro-
longeant l'intervalle d’attente, mais affecte différemment 1’avantage relatif entre les deux

actifs.

2.3.3 Effet d’une option d’abandon

Envisageons une version du modeéle qui incorpore une option d’abandon. Une firme
active qui utilise la technologie de production incertaine et qui se trouve exposée a de
mauvaises réalisations du cotit, a la possibilité d’abandonner ses installations de produc-
tion. En abandonnant ses équipements, elle perd la dépense initiale qui a été nécessaire
pour linstallation de la tech I. Supposons que cette firme a I'opportunité de débourser
de nouveau pour acquérir D'actif certain, alternative & la technologie légére si elle veut
demeurer sur le marché. La valeur du projet d’investissement dans la tech I se compose
de la valeur présente des flux de profits espérés et de la valeur de 'option d’abandonner

cette technologie® :

R _
W(1,0,0) = — — ——ze™" + Bae Pt (2.32)

fr‘ —_— —

2

avec
Ba — _ B

3 = 0_2 € (233)

By (r — 7)

F=1In <616_11> +1n (ﬁ) . (2.34)
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F1G. 2.7 — Décision d’abandon

v est la valeur critique de v au-dessous de laquelle la firme, lorsqu’elle posseéde déja la
technologie risquée, a intérét a fermer ses installations de production et & investir dans
la technologie certaine (figure 2.7). Notons que la firme garde sa technologie jusqu’a ce
que le cott de production atteigne C(v) = %(T — %Q)K , un niveau plus élevé que
Cv) = (r— “2—2)K 6 cotit auquel elle déciderait d’abandonner son actif contre la tech C
si elle ne tient pas compte de I'opportunité de reporter sa décision. Notre firme est plus
réticente a abandonner définitivement ses installations. Elle est préte a supporter de plus
grandes pertes parce qu’elle tient compte du cotit d’opportunité de perdre 'option d’avoir
encore son capital si les réalisations de v s’amélioreraient.

Dans cette version du modele, 'exercice de I'option d’investissement par le choix de

Iactif risqué n’exclut pas un éventuel recours & I'autre actif disponible. Conséquemment,

le cotit de renonciation & la tech C' est moins important. Par ailleurs, ’option d’abandon

Ce cotit correspond & la valeur de v au point d’intersection de W (0,1) et W(1,0,v) , sur la figure 2.7

32



augmente la valeur du projet risqué et la valeur de I'option d’investir dans la tech I. Elle
constitue une protection pour la firme contre les mauvaises réalisations de v. Si elle est
utilisée, I’actif est abandonné et il n’y a plus aucun risque, ce qui donne a la firme plus de
controle sur I'exposition de ses profits futurs a l'incertitude. La flexibilité associée & cette
nouvelle option incite la firme & investir plus t6t dans le projet incertain, ce qui se traduit
par une valeur critique v moins élevée que dans le modéle sans option d’abandon.

En ce qui concerne le seuil critique déclenchant I'investissement dans la technologie
certaine, la valeur du projet sans risque doit couvrir le cotit initial K, plus la valeur de
I'option d’avoir la tech I a laquelle la firme renonce. Cette option a plus de valeur lorsque
I'option d’abandon existe. En conséquence, la valeur critique v est plus faible que dans le
modele de base. Notons que la firme acceptera un cott de production C(v) plus élevé que
C(v) avant d’abandonner son premier investissement : I'acquisition de la tech C se fait

plus tard dans le cas d’une firme qui a déja utilisé une premiére option d’investissement.

2.4 Conclusion

Nous avons construit un modeéle simple pour analyser le comportement d’un décideur
qui détient I'option de faire un seul investissement irréversible et qui peut choisir entre deux
technologies de production : I'une ne comportant aucun risque quant aux flux de revenus
futurs et 'autre générant des flux de profits futurs sujets & des aléas. Nous avons montré
que la régle de décision est décrite par deux valeurs critiques de la variable stochastique,
qui délimitent de part et d’autre une région ou l'investisseur préfére garder sa flexibilité
de production. Chaque seuil représente la date optimale a laquelle 'investissement est
déclenché par le choix d’un Iactif.

La décision d’investissement de la firme, que ce soit dans l'actif risqué ou I’actif sans
risque, est déterminée par les valeurs relatives des options d’acquisition des deux techno-

logies. L’information acquise par ’observation de I’évolution du cott est essentielle pour
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guider la firme dans son choix. Pour cette raison il existe un intervalle de valeurs de la
variable aléatoire, pour lesquelles la firme est indécise entre les deux projets, préférant
attendre que les réalisations confirment I'avantage d’un actif par rapport a 'autre. L’in-
vestisseur choisit d’opérer dans un environnement incertain si sa rentabilité espérée est
assez élevée pour justifier son exposition au risque de mauvaises réalisations. A la date
d’investissement, la valeur espérée du projet recu est plus élevée lorsqu’il s’agit de la
technologie risquée. Cette prime est nécessaire pour compenser l'incertitude sur la valeur
future, a laquelle la firme s’expose en se dotant de cet actif plutdt que de I'actif sans risque.

La disponibilité du choix entre les deux technologies différe la date d’investissement ;
ce dernier est immédiat lorsque I’ensemble de choix est réduit a l'actif certain et plus
proche lorsque le seul actif disponible est 'actif risqué. La firme accorde plus de valeur
a la flexibilité quand, & coté de l'irréversibilité de son engagement, il y a renonciation a
I'option de réaliser autrement le méme projet. En méme temps, ce choix de technologie
peut étre vu comme un facteur qui stimule I'investissement. C’est & dire qu’avec une
multiplicité d’options (projets) on peut assister a la concrétisation de 'investissement, ici
par l'acquisition de 'actif certain, & un moment qui n’aurait pas été optimal s’il n’y avait
qu’une seule maniére de le réaliser (acquérir 1’actif risqué).

Nous avons abordé I’étude de I'impact de la volatilité des cotits de production de la
technologie incertaine sur la décision d’investissement, de deux facons. En premier lieu,
nous avons fait varier le parametre d’incertitude en faisant abstraction du changement
induit au niveau du taux de croissance espéré du cotit de production stochastique. Puis,
nous avons refait le méme exercice en permettant a tous les parameétres de s’ajuster. Dans
le premier cas, la valeur d’option augmente et s’accompagne du report de I’investissement
pour les deux actifs. Un délai dans la décision relativement plus important pour le projet
sans risque, révéle une augmentation de la valeur de 'option sur le projet risqué suite a
l'augmentation d’incertitude. La encore I'incertitude est source de valeur pour une option

sur une technologie incertaine. L’appréciation de la valeur de I'opportunité d’investir dans
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le projet incertain est telle qu’il devient relativement plus cher d’acquérir la technologie
sans risque, en terme de colt d’opportunité. Dans le deuxiéme cas, la hausse de I'incer-
titude réduit la valeur de I'opportunité d’investissement et celle du projet incertain. Elle
favorise 'actif sans risque en avancant la date de son acquisition et en reportant celle de
I'actif risqué.

Cependant dans les deux cas, la volatilité réduit 'investissement en prolongeant 1’at-
tente, méme lorsque la valeur d’option est affectée a la baisse. En réponse a un risque
additionnel, I'investisseur se donne plus de latitude en préservant sa flexibilité plus long-
temps.

L’association d’une option d’abandon au projet incertain avec une opportunité d’un
deuxiéme investissement, augmente la valeur de ce projet et la valeur de l'option de le
réaliser par rapport au projet sans risque. La décision d’investir dans un actif pour inves-
tisseur qui abandonne des installations en place, est prise plus tard que celle qui n’implique
que I'abandon d’une opportunité d’avoir ces mémes installations. La perte de la dépense

initiale justifie plus de patience et de prudence de la part de la firme productive.

2.5 Annexes

2.5.1 Annexe A :Détermination du seuil d’investissement dans le mod

éle a une technologie

Valeur finale nette du projet :

R
W(].,O,’Ut) = ? -

Valeur d’option de la firme :
F(vy) = max {W(1,0.v) 5 (R=C)dt + ¢ " B[F(v, +dv) / vi]}
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Dans la région de continuation :

F(v) = (R—C)dt +e "™ E[F(v, + dv) | v].

Equation de Bellman :

2 92
r _
%%—TF—!—(R—C):O.

La solution pour F(v) est de la forme :

Fv) = E-C + AePr,

r

et les conditions d’égalité et de tangence au seuil d’investissement v sont :

RO gepv - B Cge_i—f
T T /,1_0_
2
B APV = 02675.

—
1l s’ensuit :

1 _ _

SR el B _1n<£_1>
b r—% r
A: c e_(1+ﬂl)v

51(7“—07)
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F1G. 2.8 — Effet de la hausse de 02 au voisinage de v

2.5.2 Annexe B : impact de la volatilité sur le seuil d’investissement

dans la tech C

dv 1 iX
i? T -2 PAFA)C D1+ HIX —A
LB W) g
o2(1+p1) 26102 (1 +6)(X2-1)
51(61 B 1)

2031+ B)X [(1+6)X — 4]

La dérivée totale de v par rapport & o2

AW (0,0,0)
do?

ne peut étre négative que dans certains cas
particuliers. d(% < 0 et > (0 au voisinage de v, si et seulement si K — % et
0% > 02,. Les figures suivantes reproduisent 1’effet d'une augmentation de I'incertitude

dans cette situation particuliére :et Pour un taux d’escompte » donné et pour

Les fonctions de valeur W(0,0,v;01) et W(0,0,v;09) se coupent a certain point et la
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F1G. 2.9 — Effet de la hausse de 02 quand on s’éloigne de v

valeur d’option remonte, faisant ainsi déplacer le seuil v vers la gauche. Dans ce cas, le
seuil critique ¥ tend vers v, seuil d’investissement dans la technologie risquée lorsque la
tech C n’est pas disponible.

Lorsque le cotit d’acquisition K de I’actif certain tend vers la valeur présente des flux
des cotits de production g, Pavantage de la tech C par rapport & la technologie 1égere
est presque inexistant. Quand le cotit de production C(v) est élevé et que I'investissement
dans Pactif certain est imminent, 'effet direct de la volatilité prédomine 'effet de baisse
de la valeur du projet incertain donnant ainsi plus de valeur a ’option.

C’est un cas extréme qui s’apparente au modeéle o la technologie certaine n’est pas

disponible et donc non pertinent pour notre analyse.

38



Chapitre 3

Choix de la diversification
technologique dans un modéle

d’options réelles

3.1 Introduction

L’aspect ‘constitution et diversification de portefeuille’ dans la décision d’investisse-
ment n’a pas été souligné ou discuté explicitement dans la littérature relative a la théorie
d’options réelles. Comme nous allons le montrer, il y a une grande similitude entre le
processus de décision d’investissement dans le cadre d’une analyse d’options réelles et le
processus de construction et de sélection d’un portefeuille de titres financiers. Cependant
I’analogie n’est pas parfaite et est limitée par la nature des actifs composant les deux types
de portefeuilles.

La composition d’'un portefeuille de titres peut résulter d’'un ensemble de décisions
indépendantes ou d’un plan (une stratégie) bien établi. Etant donné le nombre d’actifs

possibles et les différentes proportions dans lesquelles un investisseur peut détenir chacun
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d’eux, ce dernier structure son probléme de facon & réduire le nombre d’alternatives.
La théorie économique des choix, préconise une solution du probléme en deux étapes.
D’abord spécifier les options qui sont disponibles et ensuite spécifier comment choisir
parmi ces options. Avec deux actifs ou deux titres uniquement, il est possible de constituer
un nombre infini de portefeuilles en variant la proportion des fonds investis dans chacun
des titres. Le choix des combinaisons possibles dans I’espace risque-rendement dépend des
coefficients de corrélation entre les rendements des actifs. Plus le coefficient de corrélation
est petit, plus les bénéfices inhérents a la diversification sont importants. Dans cet ensemble
de portefeuilles possibles, I'investisseur sélectionne le portefeuille qui répond le mieux
A ses besoins. Pour la sélection de portefeuille, plusieurs approches ou critéres ont été
développés : maximisation de I'utilité espérée, la maximisation de la moyenne géométrique
du rendement, la dominance stochastique, etc.. La politique de gestion optimale conduit
le plus souvent & une diversification du portefeuille. Cette gestion se fait d’une maniére
dynamique, dans le sens que I'investisseur procéde & des arbitrages suivant les circonstances
qui se présentent et les informations recueillies.

Une opportunité d’investissement réel peut donner acces a d’autres options, générant
ainsi de la valeur pour l'investisseur. En effet, il y a possibilité de créer des options de
croissance, par exemple, pour un investisseur qui choisit une expansion par étape, et donc
une capacité de production plus flexible. Pindyck (1988) montre qu’en présence d’irréver-
sibilité la capacité de production est plus faible et que la valeur de la firme est attribuable
en grande partie & ses possibilités d’expansion. Brennan et Schwartz (1985) prennent
I’'exemple d’'une mine pour déterminer la valeur de ce projet et les stratégies optimales
de développement, d’exploitation et d’abandon. Paddock, Siegel et Smith (1987,1988)
montrent qu'une firme qui détient un gisement de pétrole sous-estime son actif, si elle
ne tient pas compte de 'opportunité de son développement dans le futur et des options
ultérieures d’ajuster la production en fonction du prix observé, et méme de la suspendre

si nécessaire. McDonald et Siegel (1985) analysent la décision d’investissement dans un
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projet discret avec une option de suspension temporaire de la production lorsque le profit
courant est négatif. Dixit (1989) évalue simultanément les options d’entrée et de sortie
dans un marché concurrentiel et détermine la régle optimale en terme de prix critiques
pour chaque décision. Trigeorgis (1993) montre qu’il y a une interaction entre les diffé-
rentes options réelles implicites dans un projet et que leurs valeurs ne sont pas toujours
additives; la valeur combinée des options d’exploitation peut avoir un effet significatif sur
la valeur du projet.

L’opportunité d’investissement peut aussi incorporer plus d’une option si on considére
les relations qui peuvent exister entre différents projets. Les projets peuvent étre des sub-
stituts partiels, complémentaires ou mutuellement exclusifs. Dans le dernier cas, la décision
consiste & retenir un seul projet : choix entre différentes technologies, différents produits,
procédés de fabrication etc,. Childs, Ott et Triantis (1998) analysent 'interaction entre pro-
jets qui nécessitent une phase de développement et étudient le choix entre développement
paralléle et séquentiel. He et Pindyck (1992) traitent le probléme de choix de technologie
et de capacité de production dans un modéle ou la firme peut produire deux biens pour
lesquels la demande est stochastique. La firme a I'opportunité d’investir dans un capital
ou une technologie spécifique a la production d’un bien ou dans un capital flexible plus
coliteux, qui peut servir a la fabrication de différents produits. La firme doit donc choisir
une technologie de production et déterminer la quantité de capital & installer, sachant
qu’elle peut élargir sa capacité plus tard si la demande évolue favorablement. Epaulard
et Gallon (2001) étudient la décision de construction d’un prototype nucléaire EPR! qui
assurera une flexibilité future au niveau du choix de technologie de production électrique.
Les auteurs trouvent que cette flexibilité peut justifier 'investissement dans la centrale
de référence, qui est considéré comme ’achat d’une assurance contre les aléas touchant

la technologie concurrente envisagée. Dans la littérature des options réelles, les décisions

!European Pressurized Reactor.

41



d’acquisition et de répartition de ces options et actifs technologiques n’ont pas été encore
envisagées dans le cadre de composition et de sélection d’un portefeuille technologique.

Une firme qui a une opportunité d’investir, commence par identifier et évaluer toutes
les options éventuelles auxquelles elle peut prétendre. Ensuite, elle détermine sa stratégie
d’investissement. Cette stratégie consiste a choisir ’ensemble d’options réelles qu’elle va
détenir et & établir les régles optimales de gestion de ce portefeuille dans le temps. L’inves-
tisseur constitue ainsi un portefeuille d’options qui lui procure de la flexibilité, puisqu’il
n’y a pas de réel engagement. Avec le passage du temps et suivant I’évolution des marchés
qui I'intéressent, il prend ses décisions de convertir ses options en actifs réels. Ces décisions
entrainent un changement irréversible de la composition du portefeuille. L’utilisation des
options réelles s’accompagne d’une certaine restriction de la flexibilité de l'investisseur
pour ses actions futures et déterminent le degré de son exposition a I'incertitude et donc
le risque qu’il est prét & accepter sur la valeur de ses actifs ; le risque étant la conséquence
défavorable de son exposition & I'incertitude. La diversification en terme d’actifs réels doit
également procurer un certain degré de flexibilité face aux aléas. Elle est généralement
créatrice d’options secondaires ou accessoires & ’option ou aux options d’investissement
principales.

D’aprés ce qui précéde, nous pouvons déja voir qu’il existe une analogie entre le proces-
sus de décision d’investissement dans le cadre d’une analyse d’options réelles et le processus
de construction et de sélection d’un portefeuille de titres. Les gestionnaires commencent
A penser a la valeur de leurs entreprises en termes d’options réelles et a leurs stratégies
d’investissement en termes de constitution de portefeuilles d’options réelles.

Le rapprochement entre un portefeuille de titres financiers et un portefeuille d’actifs
et d’options réelles et les limites de cette comparaison n’ont pas été explicitement abordés
dans la littérature relative a la théorie d’options réelles.

Nous nous proposons d’étudier le probléme de la diversification des risques, par choix

des technologies de production, dans le cadre d’un modeéle d’options réelles. Nous analysons
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les décisions d’investissement dans des unités de production recourant a des technologies
différentes et menant a ’établissement d’un parc d’installations de production qui constitue
en quelque sorte un portefeuille d’actifs réels permettant une certaine diversification du
risque.

He et Pindyck (1992) exposent, sans le résoudre, le probléme d’une firme “multi-input”
qui fait face a des cofits de facteurs incertains et qui a le choix d’installer un capital
spécifique & un intrant ou un capital flexible. Notons que dans ce modeéle il n’est pas
permis a la firme de détenir simultanément les deux types de capital. Cette derniére partie
du travail de He et Pindyck constitue le point de départ de notre démarche.

Pour adapter 'approche des options réelles a cette notion de diversification dans le
cadre d’investissements réels, nous construisons un modéle en temps continu ou la firme
détient une opportunité d’entrer sur un marché par ’acquisition d’installations de produc-
tion cotiteuses. La demande du marché pour le bien produit est certaine. La production
peut étre assurée par deux types d’actifs représentant chacun une technologie qui utilise
un input spécifique. L’incertitude trouve sa source dans le marché de 'un des facteurs de
production : I'une des technologies utilise un facteur de production dont le prix varie de
fagon aléatoire, tandis que l'autre technologie se caractérise par un coit de production
certain.

L’entrée sur le marché en question peut se faire par étapes. La firme commence par in-
vestir dans une certaine capacité en choisissant I'une des deux technologies de production
disponibles. Elle devient ainsi opérationnelle tout en se dotant également d’une option
d’élargir ses installations productives par l'acquisition d'une deuxiéme unité de produc-
tion utilisant I'une ou I'autre des technologies disponibles. La firme n’a pas la possibilité
de choisir entre un équipement flexible et un équipement spécifique, comme dans He et
Pindyck (1992) ; cependant, les options de fractionner I'investissement et de diversifier les
technologies de production ouvrent des possibilités du méme type. La différence réside

dans l'avantage d’une expansion par étapes qui permet & la firme de redresser la situa-

43



tion ou de limiter les dégats si la suite des événements ne lui donne pas raison en ce qui
concerne son choix initial de technologie. Elle se laisse ainsi une opportunité de profiter
de P’incertitude ou de se protéger contre le risque.

En outre, la firme peut créer une option de permutation (switch) si elle diversifie ses
actifs. Cette option consiste & pouvoir intensifier I'exploitation des installations qui opérent
avec la technologie la moins cotiteuse. Avec cette option la firme se dote d’un instrument
de gestion dynamique de son investissement dont on ne trouve pas ’analogue dans un
portefeuille de titres financiers. Si les réalisations sur le marché de I'input stochastique sont
favorables, elle utilise & pleine capacité la technologie incertaine et réduit ainsi ses coftits
de production. Par contre si les réalisations sont défavorables a la technologie incertaine,
elle intensifie ’exploitation de la technologie dont le prix d’input est certain et limite ainsi
I'augmentation de ses cofits de production 2.

Nous avons identifié les principales options attachées aux opportunités d’investisse-
ment de la firme. Dans le modéle présenté plus bas, nous limitons la firme & ’acquisition
d’un maximum de deux unités de production. La firme peut donc se doter des portefeuilles
de technologie suivants : une unité de la technologie certaine ; une unité de la technologie
incertaine ; deux unités de la technologies certaine; deux unités de la technologie incer-
taine ; une unité de chacune des deux technologies. Elle doit choisir entre ces possibilités
et choisir la maniére d’acquérir ces portefeuilles, c’est a dire choisir les dates d’acquisition
de chacune des unités de production. La firme peut éviter de s’exposer a l'incertitude en
choisissant la technologie certaine. Néanmoins, elle renonce ainsi a tirer le meilleur parti
de cette incertitude et a profiter de la valeur additionnelle qui découle de toutes les options

qu’elle crée par sa présence. La valeur finale de la firme est déterminée par 'utilisation

*Nous limitons les options créées par cette opportunité d’investissement & celles énumérées dans le
but de ne pas compliquer la résolution du probléme. Nous pourrions imaginer que la firme détienne une
option de suspendre temporairement 1’exploitation de I'un ou I'autre des actifs ou encore de ’abandonner

définitivement.
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des options a chaque étape. Les décisions envisageables, dépendent de 1’évolution de ’en-
vironnement externe de la firme. La premiére décision est relative a la date de réalisation
de la premiére étape de I'investissement et au type de technologie de production a instal-
ler. Cette étape se traduit par la délimitation d’intervalles pour les valeurs de la variable
aléatoire qui correspondent & trois régions : une région centrale d’inaction ou d’attente,
une région supérieure o il est optimal de procéder a un premier investissement par 1’ac-
quisition de l'actif certain et enfin une zone inférieure ou il est plus profitable d’investir
dans T’actif incertain. A Dissue de cette phase, la firme détient encore I'option d’expan-
sion par choix entre les deux types d’actifs. L’exercice de cette option est déterminé par
une régle de décision analogue & celle qui régit le premier investissement. Finalement, la
firme se trouve en possession d’une capacité de production compléte. Suivant I’évolution
de l'incertitude qui a dicté ses décisions, elle peut détenir un seul type d’actif ou les deux
types d’actifs avec 'option de permutation. La firme calcule sa valeur & chaque étape de
ce processus et pour chaque issue éventuelle. Et chaque décision est prise dans le but de
maximiser la valeur de la firme étant donné toute 'information dont elle dispose. A I’issue
du processus, la firme se trouve en possession d’un portefeuille d’unités de production figé.
C’est en cela que l'irréversibilité des investissements réels introduit une seconde différence
avec un portefeuille financier : la firme ne peut plus modifier son portefeuille alors qu’un
portefeuille financier peut ’étre en tout temps.

La stratégie d’investissement de la firme est donc décrite par les actions a entreprendre
ou a ne pas entreprendre selon 1’évolution des événements externes. Nous montrons que la
stratégie d’investissement est comparable a une sélection de portefeuille d’actifs qui se fait
d’une facon dynamique & travers le temps et qui dépend des options considérées au début
du probléme et de I'information nouvellement acquise. L’évaluation d’un projet dépend
des installations de production en place et la diversification du portefeuille d’actifs réels
stimule 'investissement.

Dans la section 2, nous présentons une description générale du modeéle et toutes les
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étapes de résolution par la programmation dynamique du modeéle standard d’investisse-
ment. Nous consacrons les sections 3, 4 et 5 & I’évaluation des fonctions de valeur et a la
détermination des régles de décision relatives & 1’exercice de 'option d’expansion. Dans la
section 6, nous traitons la décision d’entrée sur le marché. Nous analysons les décisions de
la firme dans la section 7 et présentons les résultats de la résolution numérique du modeéle,

dans la section 8. Nous concluons par la section 9.

3.2 Description du modéle et considérations préliminaires :

3.2.1 Présentation générale du modéle :

Nous considérons un marché final ou le prix est réglementé, donné de fagon exogéne au
producteur. La firme peut étre considérée comme un monopole réglementé. Ses décisions
n’ont pas d’effet sur le marché du produit. Les recettes de vente de la firme sont : R
(Prq) si elle posséde une unité de production, et Ro (%qu) si elle opére avec deux unités.
Ses décisions portent sur le choix de la technologie, donc sur le cott de production. Etant
donné la demande du marché et le prix fixé (Py,) 3, la quantité maximale produite et
écoulée est de %q. L’unité de production étant de capacité fixe ¢, la firme est contrainte a
posséder une capacité 2q si elle décide d’approvisionner le marché avec une quantité %q.

Deux technologies de production sont disponibles. Elles different au niveau du cotit
de production. La premiére technologie induit un cott de production unitaire ¢, inférieur
a Pn, connu avec certitude; nous la désignons par technologie certaine ou encore tech
C. C’est le cas par exemple d'une technologie qui utilise des produits intermédiaires ou
des intrants dont les prix sont si peu volatils, que nous pouvons les considérer comme
certains. Avec la deuxiéme technologie, le cotit de production unitaire v est une variable

stochastique. On peut imaginer que la technologie dépend essentiellement d’un intrant

3Figure 3.1
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dont le prix est volatil. Nous postulons que v suit un processus Brownien Géométrique

sans dérive.

dv
= —od 1
— =odz (3.1)

v est une variable dont la valeur courante et la variance o2dt de son taux de croissance

sont connus. La valeur espérée* de v; est :

Eo(vt) = vo (3.2)

et sa variance est :

Varg(v) = vg(e‘72t —1). (3.3)

"Dixit et Pindyck(1994, p.71)
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Le cotit d’acquisition d’installation de production de capacité q est I quelle que soit la
technologie. C’est un cotlit qui n’est pas récupérable de par la spécificité des installations.

Nous supposons que la firme a la possibilité d’acquérir deux unités de production
discrétes chacune de capacité q. Ex-post, elle peut au maximum avoir & son actif deux
unités de la méme technologie de production ou bien une unité de chaque. Nous n’imposons
aucune contrainte quant a la cadence des investissements. Autrement dit, il est possible
pour la firme d’acheter les deux unités simultanément, de fagon séquentielle ou jamais.

Les cotts de suspension de la production ou d’abandon des équipements sont suffi-
samment élevés pour exclure ces deux possibilités, ex-post. Une fois établie sur le marché,
la seule alternative pour la firme est de continuer & produire méme si son colt unitaire
(marginal) de production passe au-dessus du prix du marché.

Le probléme d’investissement de la firme, est résolu par la méthode de programmation
dynamique. Cette méthode de résolution prend le taux d’actualisation exogéne constant.
Ce dernier trait donne matiére & une évaluation subjective du risque par le décideur. Une
approche neutre au risque peut étre utilisée pour I’évaluation des options réelles. Elle
consiste a établir une position de couverture constituée par un portefeuille qui se compose
de la firme et d’une position courte sur 'actif sous-jacent. Lorsque la valeur de l'actif
fluctue, la composition du portefeuille change pour maintenir une position de couverture
sans risque. La valeur d’option dans ce cas ne dépend d’aucun facteur dont la valeur est
déterminée par l'attitude envers le risque. Nul besoin d’'une évaluation d’une prime de
risque ou d’hypothése sur les préférences au risque, il n’y a que le taux d’intérét sans
risque qui est nécessaire et qui est pris d’une fagon exogéne. Une évaluation équivalente
par la méthode de programmation dynamique revient a utiliser le taux d’intérét sans risque
comme taux d’escompte et & ajuster la tendance déterministe du flux de profit par la prime
de risque découlant de 1’équilibre du marché des actifs. Dans ce travail, nous laissons de
coté la discussion sur le choix du taux d’escompte r, que nous allons considérer comme un

taux constant spécifié de facon exogéne.
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3.2.2 Reésolution du probléme d’investissement dans une seule techno-

logie

Nous commencons par le probléme standard d’options réelles ot la firme a I’opportunité
d’investir dans deux unités de production identiques dont la valeur future est incertaine.
Ce probléme servira de référence pour examiner 'impact de la possibilité de diversification
et la constitution d’un portefeuille de technologies. Il s’agit d’opérer sur le marché qui a été
décrit plus haut en utilisant la seule technologie disponible, tech I. La stratégie d’une entrée
sur le marché par l'installation graduelle de la capacité de production domine celle d’un
investissement unique et simultané dans toute la capacité, lorsque le cotit de production
unitaire initialement observé est au-dessus d’un certain seuil.

Comme dans tout probléme d’options réelles, la firme compare la valeur de ’attente i.e..
sa valeur lorsqu’elle garde en vie son option d’investir (le cotit d’opportunité de l'exercice)
a la valeur espérée nette du projet qu’elle recevrait si elle exercait son option. La régle de
décision est de s’abstenir d’investir tant que la valeur de 'attente est plus élevée.

A la premiere étape, la firme décide du moment optimal d’investir dans la 1€ unité
de production. Elle compare sa valeur lorsqu’elle est inactive et posséde 'option d’investir
dans deux unités (successivement), a sa valeur lorsqu’elle exploite une capacité ¢ et détient
une option de croissance. Une fois la premiére étape franchie, le probléeme de la firme
consiste a déterminer la date d’exercice de 'option d’augmenter sa capacité de production
a 2q.

Pour trouver la régle d’investissement de la firme, ce probléme est résolu a rebours, en

commencant par la décision d’expansion.

Décision d’exercer 'option d’expansion

Soit W(2,v) la valeur finale du projet. Le premier argument désigne le nombre d’unités

de production possédé par la firme et le deuxiéme argument la variable d’état, c’est & dire
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le cotit unitaire de production.
Lorsque la firme produit avec deux unités une quantité %q, elle tire un revenu Rs et

supporte un cotit de production de %vq. A tout t, sa valeur est :

W(2,v) = Et/eT(St) (R2 — gvsq)ds
t
Ry 3w
2,9)=—F——=-—q. A4
Wi =22, (3.4

Soit F'(1,v) la valeur de la firme qui opére avec une capacité ¢ et qui détient une
opportunité d’ajouter une seconde unité de production de la méme capacité. L’équation
de Bellman, qui décrit le probléme de la firme contraint par le mouvement de v a tout ¢,

est :

F(1,v) = maX{W(Q,v) —1I; (R —vq)At + E[F(1,v+ Av) /v}} .

1
(1+rAt)
C’est un probléme d’arrét optimal en temps continu, qui consiste & déterminer la valeur
de v en dessous ° de laquelle il est optimal d’investir (arréter) pour recevoir une valeur
présente espérée (W (2,v) — I) et au-dessus de laquelle il est optimal d’attendre tout en
continuant & détenir 'option d’expansion (continuer).

La valeur de continuation est composée par un flux de profit courant provenant de
I'exploitation de I'unité de production en place et par la valeur présente espérée de détenir
encore l'option d’expansion sur un intervalle de temps At. A chaque instant la firme
compare cette valeur de ’attente, a celle du projet nette du cotit d’investissement. Lorsque

I'attente est optimale sur At, la valeur de continuation est :

°Les fonctions de valeur sont décroissantes en v. La région d’arrét est en dessous de la valeur critique

et la région de continuation est au- dessus de cette valeur.
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F(1,0) = (Ry —vq)At + E[F(1,0+ Av) Ju].

(1+rAt)

Multiplions par (1+£tAt) :

rF(1,v) = (Ry —vq)(1 +rAt) + iE [F(1,v+ Av) — F(1,v) /v].

Quand At — 06

rF(1,0) = (Ry —vq) + %E dF). (3.5)

L’équation (3.5) dit que sur un intervalle de temps dt, le rendement espéré du portefeuille
de la firme (rFdt) doit étre égal au flux courant de revenu plus le gain en capital espéré
(E'[dF]), étant donné le processus de v (3.1). La différentielle dF est donnée par le lemme
d’Tto :

2
_OF,  10°F

dF = —
ov Y 2 Ov?

(dv)2.

Utilisons I’équation de mouvement de v et appliquons l'opérateur d’espérance a dF :

o? ,0°F

dt.
2 Y ov?

E[dF] =

Remplacer E [dF] dans (3.5) donne I’équation différentielle partielle de degré 2, appelée
aussi équation de Bellman, que doit satisfaire la fonction de valeur F(1,v) dans la région

de continuation.

2 52
2 E _vg) =
5 52 rF + (R —vq) =0. (3.6)

L’équation (3.6) capte les relations dynamiques entre la fonction de valeur F(1,v) et la

variable d’état v, valeur de ’actif sous-jacent. Elle admet une solution particuliére : (% —

SE(dF) est I'espérance du gain en capital conditionnelle & v.
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2q) et une solution complémentaire : AP + AsvP2 qui est une combinaison linéaire
des deux solutions correspondant aux racines 3, et 3,. Ces derniéres sont respectivement
les racines, positive et négative, de I’équation caractéristique obtenue en substituant la
solution générale de la forme AvP, dans la partie homogeéne de I'équation différentielle

partielle (3.6) :

2 2
2 g
g5
1 1 2r
51254‘ 1t 2 (3.7)
1 1 2r

Notons que [3; est supérieur & 1 du moment que r et o2 sont strictement positifs.
Une des conditions terminale permet d’éliminer le terme A;v%1. En effet, lorsque le
cott de production v tend vers 'infini, la valeur de 'option d’investir dans la tech I tend

vers zéro. Nous fixons donc A; = 0. La solution complete de I’équation (3.6) est :

F(1,v) = Agv®2 4+ (— — —q), (3.9)

ol As est une constante positive & déterminer. Cette solution se compose de deux termes.
Le premier représente la valeur de 'opportunité d’ajouter une capacité q et le deuxiéme
terme, la valeur des profits espérés si la firme opére avec une capacité ¢ pour toujours sans
jamais exercer son option d’expansion.

La date optimale d’investir exprimée par une valeur critique v; de v, au-dessous de
laquelle la firme exerce son option d’expansion, doit satisfaire deux conditions. Au moment
d’investir, il faut que la valeur du projet W (2,v) couvre le coiit total de I'investissement :
cott direct I et cotut d’opportunité F(1,v). Ou encore, il faut que les profits cumulés

additionnels que la firme espére retirer de I’ajout de la seconde unité de production, nets
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du cotit direct d’investissement égalent la valeur de 'option perdue. En outre, a la date
optimale d’exercice, la variation marginale de la valeur d’option doit aussi étre égale a
la variation marginale des profits cumulés additionnels. Ces deux conditions s’écrivent
comme suit.

e Condition de continuité ou d’égalité de valeurs :
F(l, ’T)z'z') = W(Q, T}ii) -1

Ry — R 19y
Ayt = = i%q s (3.10)

e Condition de tangence ou de contact tangentiel :

or ow
%(lavii) = W@’ Vi)
By Ao 7Y = —%%- (3.11)

Ces deux conditions permettent de compléter la spécification de la fonction de valeur
F(1,v) par la détermination de la constante Ay et de décrire la régle de décision par le

seuil critique ;.

_ 4 _(1-8,)
A2_ 27'/62 w
_ 52 RQ—Rl 7"[
1)1'1'_2 - 3.12
52—1( q q) (3.12)
__ 1 B R Vs (MY
P10 = o (B = D+ (- T
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Le premier terme de F'(1,v) est la valeur présente espérée associée a I’ajout d’une capacité
de production ¢ au moment oul les réalisations du cotit atteignent v;;, étant donné le cotit
de production courant observé.

Dans les cas déterministe ou les réalisations futures du colt v sont connues avec certi-

tude, la firme n’achéte la seconde unité de la tech I que si v est inférieur a [2(@ - %I)}

Lorsque nous introduisons l'incertitude, le seuil d’investissement est multiplié par le coeffi-

cient ,85 25 < 1, I'investissement se fait a un cofit de production plus faible. En incertitude,

il y a une prime de flexibilité associée a la détention de 'option d’expansion qui justifie et
motive le report de la décision d’investissement.
La solution donnée par I’équation (3.9) est valide pour v > ©;;. Lorsque v passe au-

dessous de Tj; la firme exerce son option et F(1,v) prend la valeur (W(2,v) — I).

Décision d’exercer Ioption d’entrer sur le marché

Connaissant maintenant la valeur F'(1,v) de la firme a 'issue de la premiére étape, nous
y revenons pour déterminer la régle d’investissement dans la premiére unité de production.
La firme inactive a une valeur F(0,v)représentant la valeur de ses options d’inves-
tissement. Lorsqu’elle acquiert une unité de production, elle se transforme en une firme
qui produit g, détient 'option de développer sa capacité a 2q et vaut F(1,v). Pour la
détermination de la fonction de valeur F'(0,v) nous procédons de la méme fagon que pré-

cédemment. Pour tout ¢, le probléme de la firme inactive est le suivant :

1

F(O,’U) :maX{F(l,v) —I,m

E[F(O,U+Av)/v]}.

Dans la région de continuation et sur un intervalle dt — 0, nous avons 1’égalité entre le

rendement du portefeuille d’options et le gain en capital :
F(0,0) = —E [dF]
r v) = — .
’ dt
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L’équation de Bellman vérifiée par la fonction de valeur F'(0,v) dans la région de conti-

nuation est :

2 2
0% 5 0°F
— v —7rF =0 3.13
2 Ow? (3.13)
dont la solution compléte est de la forme : Bjv®1 4 BovP2 oit 3, et 35 sont définis plus haut.
Puisque l'option n’a plus de valeur, lorsque le cotit v tend vers ’'infini, nous éliminons le

terme avec I’exposant positif en fixant By = 0.

F(0,v) = ByvP2. (3.14)

La régle d’investissement dans la premiére unité de production est définie par un cott
critique T;. Le premier investissement est déclenché par toute réalisation de v < T;. Au
moment optimal d’installer une capacité q, la valeur du projet a recevoir nette du cotit
direct d’exercice doit égaliser la valeur du portefeuille d’options perdu. De méme, pour les
changements des valeurs marginales par rapport a une variation de la valeur de v.

e Condition d’égalité de valeurs :

BQ’T)'?Q = A25f2 + I _ ﬂq -1 (3.15)
r r
e Condition de tangence :
oF , _ oF ,
%(O,Uz’) = %(va’)
ByBa72 ™) = 3, A5 P2V g (3.16)
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L’équation (3.15) peut s’écrire d'une fagon qui exprime I’égalité entre, d’une part, la valeur
de l'option d’entrer sur le marché avec une capacité ¢ nette de 'option d’expansion et,
d’autre part, la valeur présente espérée des flux de profits découlant de la vente d’une
quantité q sur le marché, nette du cotit d’installation :

R

Byvt? — Agv?? = e (3.17)

Les conditions (3.15) et (3.16) donnent les valeurs de Bs et v,

By = Ay — i’li)(-li'BQ)

Bor
_ I} Ry rl
Ui = —2(— - —). (3.18)
fa=1"q ¢
Le seuil critique est, comme pour la seconde unité, égal au seuil d’investissement en

certitude (% —%) multiplié par le coefficient Bf 27 < 1, qui traduit I'impact de I'incertitude

sur la décision d’investissement.

L’écart entre les deux valeurs critiques v; et vy; est positif,

L 26, [ 3 1
Vi — V4= ———— |(zR1— Re) +=rI| >0,
(B2 —1)q 5 )3
puisque (%) >0 (By <0etq>0)et [(3R) — Ry) + 3rI] = 3r1 > 0. Si le cotit

de production v observé est supérieur a v;;, il est préférable pour la firme d’entrer sur le
marché par étape, en commencant par I'installation d’une capacité q dés que les réalisations
du cotlit passent au-dessous de v;. Elle devient ainsi productive en se réservant une option
de développer sa capacité dans le futur. La figure 3.2 7 illustre la régle de décision pour
les deux étapes d’investissement.

e U>U; : attendre

TW(2,v) et F(1,v) sont nettes des cotts d’investissement.
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Valeurs _-
de la
firme

W(2,v)-21

4

T F(1,v)-1

Fia. 3.2 — Décision d’investissement dans le cas d’une seule technologie

e Uy < v < v;: investir immédiatement dans une premiére unité de la tech I, si la

firme est inactive.

o v < Uy : investir immédiatement dans une deuxiéme unité si la firme est

opérationnelle avec une capacité q et dans deux unités si elle est inactive.

Notons que nous retrouvons les résultats standards des modéles d’options réelles. L’aug-
mentation de la volatilité du colt de production entraine une baisse des seuils critiques
et donc un report des décisions d’investissement. Les valeurs d’options augmentent et
la firme va attendre que le coit baisse suffisamment pour que la rentabilité des projets

(décroissante en v) justifie la perte de ses options.
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3.2.3 Modéle avec deux technologies concurrentes

Nous introduisons maintenant dans le modeéle la technologie de production certaine
concurrente a la tech I. Le produit final peut étre fabriqué a travers deux processus de
production différents. L’installation d’une unité de production de capacité ¢ de la tech
C, entraine des cofits initiaux de I, les mémes cotits d’investissement que pour la tech I.
Cependant, a la différence de cette derniére les cotits de production futurs sont connus
avec certitude. Le colit de production unitaire c est tel que I'investissement dans la tech C
est rentable méme lorsque I'unité de production n’est exploitée qu’a moitié de sa capacité :

Hypothése 1 : le bénéfice cumulatif de produire et vendre une quantité %q est plus
grand que le cott d’acquisition d’une capacité q : @ — %% >1T

Tout report de I'investissement occasionne un manque a gagner au moins égal au revenu
que la firme aurait pu réaliser en installant la tech C. Si la firme choisit de s’exposer a
I'incertitude, elle va exiger un taux de rendement de son projet qui compense le risque et les
profits auxquels elle a renoncé. Et c’est I'information acquise en observant les réalisations
du cotut de la tech I qui lui permet de comparer les deux actifs et de décider s’il est
avantageux de reporter I'investissement dans 1'une ou I'autre des technologies, de choisir
immédiatement la technologie incertaine ou de se rabattre sur le choix évident et sar.

Nous avons donc une firme qui a la possibilité d’investir dans deux unités de production
de capacité g chacune et dont 'option d’investissement se divise en autant d’options que
de technologies disponibles a chaque étape de décision.

Comme la firme choisit la technologie de production, tant pour sa premiére que pour sa
deuxiéme unité, elle choisit la composition technologique de ses installations de production
et, par conséquent le degré de risque qu’elle est préte & assumer quant a ses profits futurs.
Par ailleurs, si elle diversifie sa technologie de production, la firme se dote d’une certaine
flexibilité ex-post. En effet, elle a dans ce cas la possibilité de varier l'intensité ou le

taux d’utilisation des unités de production, selon le cotit de la tech I. La firme utilisera
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a fond la technologie qui présente les cotits de production les plus bas & tout instant et
exploitera & demi-capacité la technologie la plus cotiteuse ; elle changera son organisation
de la production si la situation se renverse. Nous supposons que le cotlit de transition d’un
type d’exploitation & un autre est nul.

Avant de passer a la résolution du probléme, nous allons présenter briévement la dé-
cision d’investissement dans le cas certain i.e.. lorsque le cotit v est connu et constant.
Dans ce cas, étant donné que les cotits d’investissement et les capacités des unités de pro-
duction sont les mémes avec les deux technologies, la firme investit immédiatement dans
deux unités de la technologie qui a le plus faible cotit de production. Si v > ¢, elle achéte
deux unités de production de la tech C' d’un coup ; dans le cas contraire, elle acquiert deux
unités de la tech I. Lorsque v = ¢, les deux technologies sont équivalentes et la firme est
indifférente entre les deux et c’est le seul cas de figure o elle peut choisir de diversifier
ses technologies de production. Le niveau v* = ¢ est un seuil par rapport auquel la firme
se situe pour prendre sa décision d’investissement.

Dans les sections suivantes nous allons présenter les étapes de résolution du probléme
dans le cas incertain. Nous commencons par déterminer les valeurs finales de la firme
une fois réalisées chacune des séquences des investissements possibles. Nous suivons, en
commencant par la fin, le cheminement décisionnel qui permet & la firme d’aboutir a
chaque valeur finale possible du projet. Nous consacrons la section 4 & la détermination de
la valeur de 'attente et de la régle optimale d’investissement lorsque la firme posséde une
capacité q de la technologie certaine et une option d’expansion. Dans la section 5, nous
abordons le deuxiéme cas de figure ou la firme produit une quantité ¢ avec la technologie
incertaine et a une option d’expansion. La régle d’investissement dans la premiére unité

de production est déterminée dans la section 6.
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3.3 Détermination des fonctions de valeurs finales

Avec le choix technologique disponible pour le premier et le second investissement, a
lissue de la 2¢™€ étape, le portefeuille d’actifs de la firme peut étre composé par des unités

de production identiques ou par des unités techniquement diversifiées.

3.3.1 Valeurs de la firme non diversifiée

La valeur de la firme qui posséde deux unités de la méme technologie est la valeur pré-
sente cumulée des profits espérés de la date courante jusqu’a 'horizon de temps considéré,
I'infini dans notre cas.

Appelons W (i, j,v) la valeur de la firme en possession de ¢ unités de la tech I et de j
unités de la tech C installées.

La valeur de la firme avec un portefeuille constitué de deux actifs certains a tout ¢ :

o

w(0,2) = Et/ e " (Ry — %cq)ds

W(,2) =2 -4 (3.19)

W(2,0,v) = —= — 22, (3.20)

3.3.2 Valeur de la firme technologiquement diversifiée :

La firme qui est diversifiée au niveau technologique posséde 'option d’adapter 'orga-
nisation de sa production aux réalisations du cott v. Elle peut organiser sa production en

utilisant & pleine capacité 'unité qui a 'avantage au niveau des cofits de production et a

#voir équation (3.4)
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mi-capacité I'unité la plus cotiteuse. Par hypotheése, la transition d’une utilisation a 100%
a une utilisation & 50% ne cofite rien a la firme et se fait instantanément.

Pour trouver la valeur de la firme dans ce cas nous adaptons le travail de McDonald
et Siegel (1985). Ils considérent un projet ou la production peut étre suspendue temporai-
rement et sans cofit, chaque fois que le prix de vente passe au dessous du coiit variable et
qui peut étre reprise plus tard si le prix remonte au-dessus du cotit. Ils évaluent ce projet
en considérant cette possibilité de suspension comme une option que la firme peut décider
d’exercer a chaque instant si les réalisations du prix le justifient.

Dans notre modeéle nous allons considérer la transition d’un mode d’organisation de la
production & un autre comme Uexercice d'une option. A chaque instant la firme observe
le cott v réalisé et décide de garder I’organisation de sa production comme elle est ou de
passer a I'organisation alternative.

Soit 71 (v) le profit instantané, lorsqu’une quantité g est produite avec la tech C et une

quantité € est produite avec la tech I

1
m1(v) = Ry — cq — 4.

Et soit m2(v) le profit instantané, lorsque la firme produit ¢ avec la tech I et 4 avec la tech

C

1
ma(v) = Ry — 564~ vq.

Le profit instantané de la firme dans ce cas est : m(v) = max{m(v),m2(v)}
mi(v) siv>c
m(v) =
m(v) siv<ec

A tout ¢, le probleme de gestion de la production de la firme diversifiée, de valeur

W(1,1,v), est le suivant ? :

9L’espérance est conditionnelle & la valeur courante de v.
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Wi(1,1,v) = max {W;(1,1,v) ; m(v)At + (1+ rAH) T E [Wi(1,1,0 + Av)]}  (3.21)

Wi(1,1,v) est la valeur de l'organisation courante et 7,5 € {1,2} tels que ¢ x j = 2.
L’équation différentielle partielle qui définit la fonction W;(1, 1, v) et la relie a la dynamique
de la variable stochastique v est :

o2

702Wi” —rW; +mi(v) = 0. (3.22)

La solution de cette équation dépend de I’état courant défini par I’avantage d’une techno-
logie sur 'autre en termes de cotits de production.

e La solution complete de 'équation (3.22) lorsque i =1 (v > ¢) est :
Rs cq 1logq

== (3.23)

Wi(1,1,0) = Kj9%1 + Kpv®2 4 (
Les deux premiers termes représentent la valeur de la flexibilité que procure I'opportunité
de changer la contribution de chaque technologie a la production totale. Lorsque v tend vers
00, 'opportunité de changer d’organisation de la production ne vaut plus rien. Les cotits
de production avec la tech I sont en effet tellement élevés, qu’il est presque improbable
qu’un jour v passe au-dessous de ¢. Nous fixons K7 = 0 pour éliminer le terme K021 qui
tend vers l'infini quand v — oo. Le troisiéme terme de la solution représente la valeur de
la firme si 'option de réorganiser la production entre les deux unités n’existe pas.

e La solution complete de 'équation (3.22) lorsque i =1 (v < ¢) est : :

Ry 1cqg vq

0 (3.24)

Wa(1,1,v) = HivPt + HyvP2 4+ (=
T 2r T

Cette solution s’interpréte de la méme fagon que la premiére. La valeur de I'option de
réorganiser la production s’annule lorsque v tend vers zéro, nous devons donc éliminer le

terme Hov”2 avec la racine négative (qui tend vers oo) : Hy = 0.
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Les deux intervalles de définition de W (1, 1,v) se rencontrent & v = c¢. Le passage d’une
région a l'autre doit se faire de fagon continue. W(1,1,v) doit étre continue et dérivable
en tout v, y compris en v*. Nous égalisons donc les valeurs des solutions Wi(1,1,v) et

Wh(1,1,v) et de leurs dérivées en v = ¢, en redéfinissant K = Ky et H = Hj :

Hct = K¢ (3.25)
1
BIHC(ﬁrl) _9_ Bch(ﬁrl) _29 (3.26)
r 27
Ces deux conditions déterminent les deux constantes positives K et H.
H— q (1-81) (3.27)
2r(By — Ba)
j — R—b Y (3.28)
2r(By — Ba)
Il s’en suit que :
SEay D+ -3 - si v<vt=c
W(1,1,v) = (3.29)
Sy (O 2 -2 -3 si v>vi=c

La valeur finale de la firme diversifiée se compose de la valeur nette de produire avec
I'organisation actuelle pour toujours, plus la valeur de I'option de modifier cette organi-
sation si le rapport des cotits change en faveur de la technologie la moins utilisée (voir
figure 3.3). Lorsque les réalisations futures du cotiit v sont plus volatiles, la valeur de la
firme diversifiée technologiquement est plus élevée. L’opportunité de pouvoir ajuster la
contribution de chaque actif & la production totale, de fagon & minimiser le cott variable

est valorisée par une plus grande incertitude.
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W(l,1.v)

Miv)

Fia. 3.3 — Valeur de la firme technologiquement diversifiée

La figure 3.4 illustre les fonctions de valeurs finales ' correspondant aux trois porte-
feuilles de technologies possibles.

Lorsque l'installation de toute la capacité de la firme est faite par étapes, la composi-
tion du portefeuille de technologies final dépend de I'histoire des réalisations de la valeur
de D'actif sous-jacent : la technologie incertaine. En effet, I’évolution du cotit v détermine,
outre la date d’investissement, le choix de la technologie pour chaque unité de produc-
tion installée. Partant avec trois portefeuilles finaux possibles, la firme les réduit & deux
lorsqu’elle procéde a son premier investissement et choisit la technologie de son unité de

production. Et c’est encore les réalisations du cotit qui vont déterminer son choix final.

10%ir annexe A
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WY

W(2.0,v)

—

~ W(1,1,v)
S~ W(0,2)

Vi C Vi v

F1G. 3.4 — Valeurs finales possibles du projet d’investissement

3.4 Valeur de ’option d’investir pour une firme qui posséde

la technologie certaine

Considérons une firme qui a acquis la technologie certaine lors de son 1¢" investissement.
Elle produit une quantité g & un cott unitaire ¢ et détient une opportunité d’ajouter
A sa capacité de production une 2¢"¢ unité de la méme importance, en déboursant un
montant initial /. Le choix de la technologie pour ce deuxiéme investissement détermine
la composition de 'actif final de la firme. La firme peut se trouver avec deux unités de
la tech C et ainsi avec un portefeuille non diversifié de valeur certaine W(0,2) ou bien
avec un portefeuille d’actifs diversifiés de valeur W(1,1,v). Nous voulons déterminer la
régle optimale d’investissement dans chacune des technologies. On peut montrer que pour
chaque type de technologie il existe une valeur de v qui délimite une région ot l'attente
(la continuation) est optimale (voir annexe B).

1

La régle de décision se présente donc sous la forme de deux valeurs critiques'' v, et

"Les indices d’une valeur critique indique dans l’ordre le type de technologie acquise lors du 17 et du
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Vei qui représentent respectivement la limite supérieure et la limite inférieure de la région

de continuation.

Investir dans tech I <« Attendre — Investir dans tech C

I I >
0 v. v

C1 VCC

3.4.1 Evaluation de I’option d’expansion

Le probléme de la firme qui détient I'option d’expansion et qui maximise sa valeur

F(0,1,v) a tout instant ¢, est le suivant :

F(0,1,v) = max{max{W(0,2)—I,W(1,1,v)—1I} ; (3.30)

(Ry — cq)At + (1+rAt) T E[F(0,1,Av) /v]}.

Dans la région d’attente et sur une intervalle At, F(0,1,v) se compose du flux de profit
courant et de la valeur espérée actualisée de F(0,1,v) au terme de U'intervalle At. Suivant
les mémes étapes décrites auparavant, F(0,1,v) doit respecter 1’équation différentielle

partielle :

0? ,0°F
_’l) —_
2 Ov?

dont la solution compléte donne la forme fonctionnelle de la valeur de la firme :

—rF+(Ry—cq)=0 (3.31)

F(0,1,v) = Fio®t + Fpo® + (% - %), (3.32)

2°™€ investissement.
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Fy et F> sont deux constantes positives dont la détermination est présentée ci-dessous.
Chacun des deux premiers termes de I’équation (3.32) se rapporte & un choix de techno-
logie. Lorsque le cott v augmente, la valeur de opportunité d’installer la tech I (terme
correspondant a la racine négative) diminue et celle d’acquérir la tech C' (terme correspon-
dant a la racine positive) augmente; et vice-versa quand v baisse. L’intervalle d’existence
de Pexpression donnée par I’équation (3.32) est borné par deux seuils d’investissement

inconnus, ve; et ve ; deux bornes de valeurs finies et positives.

3.4.2 Regle de décision pour ’exercice de option de spécialisation

Plus les réalisations du cotit v sont élevées, plus 'avantage de ’actif certain se renforce
et il existe un seuil v.. au-deld duquel le choix de cet actif s’impose. A Vee, les conditions
d’égalité de valeurs et de tangence entre la valeur d’option et la valeur nette du projet

doivent étre vérifiées ;

F(0,1,ve0) = W(0,2) — I

L e Ry XY SR i g (3.33)
r T r 2r
OF
—(0,1,0¢) =0
ov (0,1, vec)
BrFw Y 4 By F Y = 0, (3.34)

La condition (3.33) nous dit qu’a la date optimale de l’exercice de 'option d’expansion
par 'acquisition de la tech C, la valeur présente nette des profits cumulés que 'unité
nouvellement installée va générer, doit compenser le cotit d’opportunité de cette acquisi-
tion : la valeur de l'option perdue. La condition (3.34) implique aussi qu’a cette date, le

changement marginal de la valeur d’option suite & une variation du cotit v est nul.
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3.4.3 Reégle de décision pour I’exercice de ’option de diversification

Lorsque le cott v observé favorise la tech I, I'exercice de l'option d’expansion par
I'installation de ’actif incertain devient optimal dés que les réalisations franchissent un
seuil ve;. La fonction de valeur F'(0,1,v) doit aussi satisfaire les conditions d’optimisation

en ce point d’exercice.
F(O, I,UCZ') = W(l, l,vci) -1

OF ow
%(07 lavCi) — W(la luvci)-

Le probléme a ce niveau est de déterminer de quel coté de c se situe v,; de fagon a choisir la
forme de W(1,1,v) a utiliser (voir (3.29)). Deux situations peuvent en effet se présenter :
e le seuil v, qui déclenche I'investissement dans la tech I est inférieur a ¢, c’est a dire
que le cotit de production espéré!? est plus avantageux que celui de la technologie
certaine.
e le seuil v.; est supérieur a ¢, ce qui veut dire que le cott de production espéré est
moins avantageux que celui de la technologie certaine au moment de I'investissement ;
cette possibilité est envisageable si les avantages d’étre diversifié sont si élevés qu’ils
justifient le choix de la diversification méme & une valeur de v ol la tech C domine.
Aux fins d’illustration, nous considérons le cas ou c’est la premiére situation qui s’ap-
plique : vy < c.

Nous montrerons plus bas que ce cas correspond aux situations ou il existe un in-
tervalle d’attente & la premiére étape du processus d’investissement. Comme l'indique
(3.29), il y a en l'occurrence utilisation a pleine capacité de I'unité au moment de son

installation : W(1,1,v) = Wa(1,1,v). On peut étudier le cas ou v, > ¢ en posant

12Le conit de production v espéré est celui observé, étant donné le processus d’évolution de cette variable.
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W(1,1,v) = Wi(1,1,v). En remplagant les formes fonctionnelles de F(0,1,v) et Wa(1,1,v)

nous obtenons les deux équations suivantes :

- ci 1
Fo’ + P2 = HoPr 4 =i (L %y g (3.35)
r r 27
N Y- A (3.36)

La condition (3.35) égalise la valeur de I'option perdue a la valeur présente espérée, nette du
colit d’investissement, associée & la nouvelle unité de production. Cette valeur comprend :
la valeur de l'option de changer la répartition de la production totale entre les deux
technologie selon I’évolution de v et le revenu additionnel découlant de la mise sur le
marché de la nouvelle production %q moins le cotit de production supplémentaire net de

I’économie réalisée (%Cr—q) en faisant passer I'exploitation de I’ancienne unité de production

a 50%.

3.4.4 Remarques complémentaires et récapitulation

Les quatre conditions (3.33)-(3.36) déterminent implicitement les constantes Fj et
Fy de la fonction F(0,1,v) et les bornes supérieure ve. et inférieure v.; de la région de
continuation, en fonction des paramétres du modéle : r, o, I, ¢, Ry, Rs, q. On peut montrer
que Fy et F» sont deux constantes positives et que la fonction F(0,1,v) est décroissante
et convexe en v'3.

La comparaison des valeurs de la dérivée premiére de F(0,1,v) & ve et & vy permet
de confirmer la position relative de ces deux seuils.

oF

a_ 1 cc) =
0,1, 0) =0

3Voir annexe C
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oF N B,-1) 4
7 (0,1,v4) = BrHv; -

Remplagons H par son expression (3.27) :

OF 31 Vci — q
—(0,1,04) = | —22— (2B _q] 2L,
30(7 v 2(51—52)(0) r
Sachant que 3, > 1, By < 0 et vy < ¢ %(%)(ﬁlfl) < 1 et, par conséquent,

w est croissante

%—5(0, 1,v¢i) < 0. On a donc %—f(o, 1,ve) < %—5(0, 1,vcc) et, puisque
en v (F(0,1,v) convexe), v, est nécessairement inférieur a ve,.

L’écart entre les seuils d’investissement dans la technologie certaine v, et la technologie
incertaine v, refléte 'existence d’une plage de valeurs de v pour lesquelles il est optimal,
pour la firme qui produit une quantité q avec la tech C, de ne pas augmenter sa capacité.
C’est une région ot les réalisations du cofit de production v ne lui permettent pas de choisir
entre les deux actifs, sans étre suffisamment ‘certaine’ de ne pas regretter sa décision, du
moins dans un avenir proche. Elle peut regretter sa décision dans deux cas : elle se trouve
avec un portefeuille de deux actifs certains et privée de profiter d’une baisse du cott v, ou
elle posséde un portefeuille diversifié et ne peut éviter de subir les hausses de ce méme coft.
On peut vérifier que la solution a des propriétés qualitatives similaires lorsque vy > c.

Pour récapituler, lorsque la firme posséde une unité de la tech C' la régle optimale
d’investissement est :

e développer la capacité & 2q avec diversification technologique si v < vg; ; la valeur

nette de la firme est W(1,1,v) — I
e maintenir la capacité & ¢ si v, < v < vee; la valeur nette de la firme est F'(0,1,v)
e développer la capacité a 2¢ en gardant la méme technologie si v > v ; la valeur

nette de la firme est W (0,2) — I.
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3.5 Valeur de ’option d’investir pour une firme qui posséde

la technologie incertaine

Dans cette partie, nous allons déterminer la régle d’investissement de la firme qui se
trouve dotée de la tech I a l'issue de la 17¢ étape. La firme produit une quantité g a un cott
unitaire stochastique v et détient une option d’agrandir sa capacité de production a 2gq.
La valeur du portefeuille d’actifs réels, qu’elle recevra au moment d’investir (W(1,1,v) ou
W(2,0,v)) sera déterminée par son choix technologique, dicté par I’évolution de la variable
d’état v. v;. désigne la valeur critique de v au-dessus de laquelle, la décision d’installer la
tech C' s’impose ; nous notons vy; le seuil qui déclenche 'investissement dans la tech I'%.

La régle optimale prend la forme :

Investir dans tech I <« Attendre — Investir dans tech C

v

3.5.1 Evaluation de I'option d’expansion :

Le probléme de la firme qui détient 'option d’expansion et qui maximise sa valeur

F(0,1,v) a tout instant ¢, est le suivant :

F(1,0,v) = max{ max{W(2,0,v)—I,W(1,1,v) = I} ;

(Ry —vg)At + (1 +rAt) *E[F(1,0,Av)]}. (3.37)

MYoir annexe D.
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En suivant les mémes étapes de résolution que dans le premier cas, nous établissons la
forme de la fonction F'(1,0,v) dans la région d’attente
R vq

F(1,0,v) = G1v” + GovP2 + (- =) (3.38)

ol (71 et G5 sont deux constantes & déterminer en méme temps que les seuils critiques v,

et Uiz«

3.5.2 Reégle de décision pour I’exercice de ’option de diversification

La firme décide d’acquérir une seconde unité de production et choisit la tech C, si v

dépasse le seuil v;. qui satisfait les deux conditions suivantes :

F(1,0,vc) =W, 1L,v;e) = 1

OF ow
E(la 07v’ic) - W(la luvic)-

Comme l'indique (3.29), le choix de la forme fonctionnelle de W (1,1,v) dépend de la

valeur relative de v;. par rapport a ¢ :

e si v, < ¢ la firme achéte la tech C alors que le cotit de production de la tech I est
inférieur a c; c’est que 'avantage de la diversification (option de réorganisation) est
suffisamment élevé pour justifier I'acquisition d’une technologie qui est dominée au
moment de 'acquisition.

e si v > ¢, la nouvelle unité de production est utilisée & 100% de sa capacité dés son
acquisition et W(1,1,v) = Wi(1, 1,v).

Aux fins de décrire en détail la suite de la résolution du probléme, nous considérons

ce dernier cas. Pour traiter l'autre alternative, il suffit de poser W(1,1,v) = Wa(1,1,v)

dans ce qui suit. Comme on le verra plus bas, ce cas correspond aux situations ou il existe
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un intervalle d’attente & la premiére étape du processus d’investissement. Les conditions

d’égalité des valeurs et de contact tangentiel sont alors :

R ic R 1 ic
G + G (L ey Sy 22 ST (3.39)
r r r r 2 r
et
_ _ _ 1
ﬁllez(cIBl " ﬁ2G2”§cﬂQ Y- % = BQKUZ(CIBQ Y- 5% (3.40)

La condition (3.39) a la méme interprétation que la condition (3.35).

3.5.3 Reégle de décision pour I’exercice de ’option de spécialisation

Lorsque v baisse et passe au dessous de v;;, la décision optimale pour la firme est
d’exercer son option d’expansion en installant immédiatement la tech I. v; est donné par

les deux conditions suivantes :

R i Ry 3w
Gt + Gov? + (= — —vrq) =2 - §—vrq —1 (3.41)
- _ 3
BG4 B,Gao ) — g - _E%‘ (3.42)

En convertissant son option d’expansion en une unité de production utilisant la tech I, la
firme se retrouve avec un portefeuille d’actifs réels non diversifié, dont la valeur future est
entiérement déterminée par les réalisations du cotit v. Pour des valeurs égales ou inférieures
a v;;, la firme estime que le cotit observé est suffisamment bas pour que la rentabilité espérée

compense le risque que comporte le portefeuille en question.

3.5.4 Remarques complémentaires et récapitulation

Les quatre équations (3.39)-(3.42) complétent la caractérisation de la fonction F(1,0,v)

par la détermination implicite des constantes G1 et G et des seuils critiques d’investisse-
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ment v;. et v;;, en fonction des paramétres du modéle. Dans annexe E, nous montrons
que G; et Go sont deux constantes positives et que la fonction F'(1,0,v) est décroissante
et convexe en v, et que vy < v;e. Des propriétés qualitativement semblables peuvent étre
établies pour le cas ol v, < c.
Comme anticipé, lorsque la firme posséde une unité de la tech I, il existe donc bien
une région d’attente sur lintervalle [vi;, vic| ; vi; inférieur & v, traduit le fait que la ré-
gion d’investissement dans la tech I correspond aux valeurs faibles du cott v tandis que
I'investissement dans la tech C se produit & des valeurs élevées de ce cotit.
Pour récapituler, lorsque la firme posséde une unité de la tech I la régle optimale
d’investissement est :
e développer la capacité & 2q en gardant la méme technologie si v < v;;; la valeur
nette de la firme est W(2,0,v) — I

e maintenir la capacité & ¢ si v; < v < v ; la valeur nette de la firme est F(1,0,v)

e développer la capacité & 2q avec diversification technologique si v > v;; la valeur
nette de la firme est W(1,1,v) — 1.

Cette section termine la résolution du probléme d’investissement dans la seconde unité
de production. Dans la section suivante nous passons a la premiére étape d’investissement
i.e.. au choix de la date d’entrée sur le marché et de la technologie adoptée pour la premiére

unité de production.

3.6 Décision d’investissement dans la premiére unité de pro-

duction

Nous avons caractérisé les régles de décisions lorsque la firme se trouve a 1’étape 2 de
son plan d’investissement. Nous avons aussi défini la valeur du portefeuille constitué par
un actif productif et une option d’expansion, pour chaque issue de 1’étape 1. Cette étape

marque ’entrée de la firme sur le marché. La valeur d’une firme inopérante est celle de son
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portefeuille d’options d’investissement. La gestion de ce portefeuille consiste & décider,
a chaque instant ¢, si I'une de ces options est arrivée & maturité. Ces options peuvent
étre exercées simultanément ou en séquence stricte, immédiatement ou aprés une période
d’attente. Précisément :
e si, initialement, le colit de production observé est plus petit que v; ou plus grand
que Ve, la firme achéte deux unités de production identiques simultanément.
e si, au contraire v; < v < U, la firme a quatre possibilités : attendre, investir dans
une unité de la tech I, investir dans une unité de la tech C, ou investir dans une unité

de chaque technologie simultanément.

3.6.1 Lecasouuv,; <cetuv,>c

Aux sections 4 et 5, nous avons traité explicitement les cas ot la technologie est choisie
lors du deuxiéme investissement lorsqu’elle domine en terme de cotit de production et il
est par suite optimal de I'utiliser & pleine capacité au moment de I'acquisition : vy < ¢ et
vie > ¢. Dans ce cas, il est impossible que la firme fasse I’acquisition en une seule étape
d’un portefeuille diversifié. En effet, si la firme ne posséde aucune capacité, il faut que v
soit supérieur & ¢ pour qu’elle choisisse la tech C' pour sa premiére unité ; mais dans ce cas,
il faut un temps non nul pour que v puisse descendre jusqu’a v¢;. Le méme raisonnement
s’applique pour un investissement dans la tech I suivi d’'un investissement dans la tech C.

En conséquence, lorsque vy < ¢ et v > ¢, il existe v; et v, tels que la firme, si elle est
inactive, investit dans une seule unité de tech I si v; —e < v < wv;, attend si v; < v < v et
investit dans une seule unité de tech C si v, < v < v.+¢ '. Dans ce cas, nécessairement,
Vi < v < v < Vee. En effet, si v < vy, il est optimal d’acquérir deux unités de tech I et
Sl v > Ve, il est optimal d’acquérir deux unités de tech C. Il se peut aussi qu’il ne soit

jamais optimal d’attendre pour acquérir une premiére unité : v; = v..

1"’5>Oetal>0‘
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Nous commencons par supposer qu'il existe une région d’attente [v;, v¢] 1. Soit £(0,0,v)
la valeur de la firme lorsqu’elle est encore inactive et détient ’option d’investir par étape,
dans deux unités de production de capacité g et cotitant I chacune. Si elle existe, la région
de continuation (d’attente) est bornée par les deux valeurs qui correspondent aux seuils

d’investissement v; et v,.

1 unitérech I 4—— Attente —p 1¢ unité:tech C
f f f >
0 Vi Ve v
Valeur de la firme inactive
A tout ¢, le probléme de la firme est :
F(0,0,v) = max{ max{F(0,1,v) —I,F(1,0,v) — I} ;
(L+7At)'E[F(0,0,v+ Av)]} . (3.43)

Dans la région de continuation, la relation dynamique entre la fonction F'(0,0,v) et la

valeur de I'actif sous-jacent v est captée par I’équation différentielle partielle (Bellman) :

—v'— —rF =0, (3.44)

dont la solution en F(0,0,v) est de la forme

F(0,0,v) = DyvP1 + Dy (3.45)

et ou les coefficients D1 et D5 sont & déterminer.

Y6La question d’existence d’un intervalle de valeurs de v pour lesquelles ’attente est optimale est traitée

dans 'annexe F.
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Reégle de décision d’investissement dans 1’actif certain

Lorsque la firme acquiert la tech C pour sa 1°7¢ unité de production, elle recoit un
portefeuille de valeur F'(0,1,v). En contrepartie, elle dépense I pour son achat et renonce

a son portefeuille courant de valeur F'(0,0,v). Au seuil d’investissement v, :

B _c

(Dlvgl + Dove?) — (FI'UEl +F2’U§2) = ( , ”

)— 1 (3.46)

3D 4 By DoV = g R 4 By, (3.47)

Le coté gauche de la condition (3.46), donne la valeur d’option totale de I'opportunité
d’investissement de la firme diminuée de la valeur de ’option d’expansion. Ce terme cor-
respond donc & la valeur de I'option d’entrer sur le marché avec une capacité q de la tech
C, au moment ot elle est exercée. Le coté droit donne la valeur présente du flux de profits

de produire g a un cotit ¢ pour toujours, nette du cotit d’installation.
Reégle de décision d’investissement dans P’actif incertain
Au seuil v; la firme exerce son option d’investir & un cotit I en contrepartie d’un actif

valant F'(1,0,v). Cette valeur critique est donnée par les conditions :

i vig

(D1o* + Dovf®) — (G + Gov)®) = (- = =

)1 (3.48)

51D1v§ﬂ171)+52D2v5ﬂ271) :61G1v5ﬁ171)+62G2v§,@271) B

g (3.49)

Récapitulation

Les seuils critiques v; et v, et les constantes D; et Do de la fonction de valeur sont

donnés sous forme implicite en fonction des parameétres du modéle :r, o, I, ¢, R1, Rs, q,

7



par les conditions (3.46)-(3.49). On peut vérifier que les coefficients D; et Dy sont positifs
et que F(0,0,v) est décroissante et convexe en v!7.

La stratégie optimale d’investissement d’une firme inactive qui détient I'opportunité
d’investir de facon séquentielle dans deux unités de production, en choisissant pour chaque
unité la technologie appropriée, se présente comme suit :

e investir dans 2 unités de la tech I siv < v;; ; la valeur nette de la firme est W (2,0, v)—

21
e investir dans 1 unité de la tech I si vy < v < v;; la valeur nette de la firme est
F(1,0,v) =1

e maintenir toutes ses options (attend) si v; < v < wv.; la valeur nette de la firme

est F(0,0,v)

e investir dans 1 unité de la tech C si v, < v < v ; la valeur nette de la firme est

F(0,1,v) =1
e investit dans 2 unités de la tech C si v > v ; la valeur nette de la firme est W (0, 2) —

21.

3.6.2 Lecaswv;>cetuv,.<c

Comme on ’a vu lors de l'analyse de linvestissement dans une deuxiéme unité, si
Vei > ¢ (vie < ¢), que la firme posséde une unité de la tech C (tech I), alors elle ne fait
aucune nouvelle acquisition si v se maintient entre ve; (vic) et vee (vii), et achéte une unité
de la Tech I (tech C) si v diminue (augmente) et passe sous le (au-dela du) seuil ve; (vic)
(Voir figure 3.5) Dans ces conditions, il n’existe pas d’intervalle d’attente a I’étape 1. En
effet supposons au contraire qu’il existe v; et v, tels que la firme, si elle est inactive,
investit dans une seule unité de tech I si v; — e < v < v, attend si v; < v < v, et

. . . . ’ .
investit dans une seule unité de tech C si v, < v <wv.+¢e . On a par construction v; < vg

"Voir annexe G.
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2™ ynité 2™ unité 2" unité
tecnologic <— 1°° unité : fech I —P tecnologie =~ €— 1% unité : rech C —P tecnologie
| identique . | concurrente | | identique
I T T T T T
0 Vii Vic C Vi Vee

F1a. 3.5 — Décision d’investissement dans le cas oll v < ¢ < Vg4

et v. > vic. Or Pachat de la tech I, par exemple, comme deuxiéme unité i) rapporte
moins de revenu que son achat comme premiére unité et ii) consomme une option de
spécialisation alors que son achat comme premiére unité crée deux options (spécialisation ;
diversification). En conséquence, le critére d’investissement doit étre moins exigeant pour
un premier investissement dans la tech I que pour un deuxiéme investissement, ce qui
implique v; > v,; , une contradiction. La méme argumentation donne v, < v;., également
en contradiction avec I’hypothése de travail.

Nous avons montré que les seuils d’investissement dans une premiére unité n’existent
pas lorsque vy > ¢ et v, < c. La stratégie optimale d’investissement d’une firme inactive
qui détient I'opportunité d’investir dans deux unités de production, en choisissant pour
chaque unité la technologie appropriée, se présente comme suit :

e investir dans 2 unités de la tech I siv < v;; ; la valeur nette de la firme est W (2,0, v)—

21
e investir dans 1 unité de la tech I si v;; < v < vic; la valeur nette de la firme est
F(1,0,v) =1

e investir dans une unité de chaque technologie si v; < v < vg; ;5 la valeur nette de la

firme est W(1,1,v)

e investir dans 1 unité de la tech C si vg < v < Vg ; la valeur nette de la firme est

F0,1,v) =1

e investir dans 2 unités de la tech C' si v > v, ; la valeur nette de la firme est W(0,2) —
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21.

3.7 Analyse des résultats

D’aprés les résultats des sections précédentes, nous pouvons établir certains faits et
considérer les cas de figures possibles en termes de régles de décision d’investissement.

S’il existe un intervalle de cotlits v pour lesquels la firme attend avant d’entrer sur le
marché, il est délimité par les seuils critiques v, et v;, tel que v < v; < ¢ < Ve < Ve €
étant le seuil d’investissement en certitude. Le premier investissement ne se fait que pour
v<v; 0uV = V.

Pour le deuxiéme investissement et si un intervalle d’attente existe, la régle de décision
est aussi décrite par deux valeurs critiques qui sont telles que : v¢; < vee pour la firme qui
posséde la tech C et v;; < v pour celle qui a la tech I. Quand la firme est de type F'(0,1,v),
les courbes des valeurs de projets a recevoir, en cas d’expansion, se coupent en vy (figure
3.4) : un portefeuille d’actifs diversifiés domine & gauche et un portefeuille de deux actifs
certains domine a droite de ce point. Le cofit vs représente un seuil de ‘regret’ pour la
firme qui exerce 'option d’expansion. En effet, si elle s’est diversifiée technologiquement,
sa valeur est W (1,1,v) et si v passe au-dessus de vy, elle regrette d’avoir installer la tech
I'; elle aurait été mieux avec un portefeuille certain, de valeur W(0,2). De méme, si elle a
choisi la tech C pour sa 2°™€ unité de production et v baisse au-dessous de vy, elle regrette
sa décision. En termes de régles de décision ce seuil de ‘regret’ permet de situer les valeurs
Vee €F Vg @ Vi < V2 < Vee; I'investisseur ne peut prendre une décision dans une région ou
il la regretterait si elle a été prise auparavant. Pareillement, v (figure 3.4) est le seuil de
‘regret’ pour la firme de type F(1,0,v) et vy et v sont tels que : v; < v1 < vi.. En outre,
nous savons que v;; < v < ¢ < V¢ < Vec

Ces résultats peuvent étre résumés par les deux cas de figure suivants :

e Cas I- un intervalle d’attente avant d’entrer sur le marché existe : vy < ¢ < V4.
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Les courbes des fonctions de valeur F(1,0,v) et F(0,1,v) se coupent nécessairement
en une valeur de v, wvs, entre les seuils v, et v;.. Si I'attente n’existe pas pour le 1"
investissement, la fonction de valeur F'(0,0,v) se confond avec F(1,0,v) et F(0,1,v) sur
les intervalles ou celles-ci dominent respectivement. L’investissement est fait par étapes, si
Vi < U < Vg, et la régle de décision est donnée par la valeur du cotit v3. La 1¢7¢ unité de
production installée immédiatement est la tech I, si v observé est au-dessous de ce coft,

et la tech C, si v observé est au-dessus.

Investir dans la investir dans la

Investir dans la tech I sila firme tech C sila firme Investir dans la

2°" unité de la posseéde la posseéde la 2°"¢ unité de la

méme fech I tech C tech T méme tech C

<+— +— EEEm— —>
< = >« = >

1 1 1 1 1 1 1 1 | -

I T T T T T T T >

0 Vij Vei vi C Ve Vic Vee
<+—>«¢ ><4+—r< o >
Investir dans 2 Investir dans attendre Investir dans Tnvestir dans 2
unités : tech I latech I et la tech C et unités : tech C

attendre attendre

Fia. 3.6 — Cas de figure 1

Dans ce cas de figure, I'investissement simultané ne se fait que dans deux unités de
production identiques (v < v;; ou v = v,e) ; acquérir deux actifs différents (diversification)
d’un coup n’est pas envisageable.

Pour comparer les régles de décisions d’investissement dans un actif particulier, pour
les deux types de firme F(1,0,v) et F(0,1,v) en phase d’expansion, il faut situer v.; par
rapport a vy, d’'une part, et v;. par rapport a v, d’autre part. Les résultats en termes de
régles de décision et de fonctions de valeur ne nous permettent pas de le faire directement.
Néanmoins, 'analyse des caractéristiques de chaque décision selon la composition courante

du portefeuille de la firme permet de déterminer les cas de figure possibles et les valeurs
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relatives correspondantes pour les seuils critiques.

Considérons d’abord les régles de décision d’expansion par I'acquisition de la tech I. La
firme de type F'(0,1,v), qui produit ¢ & un cott unitaire ¢, ne peut profiter d’une baisse
de v tant qu’elle n’a pas fait son deuxiéme investissement, ce qui représente un cott d’op-
portunité supplémentaire de I'attente sur 'intervalle des v < ¢. De plus, I'investissement
lui donne droit & une option de réorganisation et donc & une flexibilité des installations
de production. Ces deux éléments sont de nature a stimuler la décision. De 'autre coté,
la firme de type F(1,0,v) est en mesure de profiter de toute baisse du cott v. En outre,
I'exercice de 'option d’expansion la laisse totalement tributaire des réalisations de v, une
perspective qui peut atténuer 'attrait de ce projet. Ces remarques impliquent que la pre-
miére firme, celle pour qui I'investissement constitue une diversification, exige un niveau
de v moins favorable a la tech I que la firme de type F(1,0,v) pour exercer son option de
croissance : vy < Ug.

En ce qui concerne les régles d’investissement dans la tech C, la firme qui en exploite
déja une unité n’est pas affectée par les hausses des réalisations du cotit v et I'exercice de
son option d’expansion la prive de tout bénéfice d’une baisse future de ce cott. Par contre,
celle qui est dotée d'une unité de la tech I est exposée aux mauvaises réalisations. Sur
I'intervalle des v > ¢, 'attente a un cofit d’opportunité additionnel qui consiste & ne pas
pouvoir profiter de la différence de cott entre v et ¢ en exercant ’option de réorganisation.
Il apparait donc que I'acquisition de la tech C se fait & une valeur de v moins favorable a
la tech C lorsqu’il s’agit d'une diversification des actifs de la firmes : v;. < vee.

e Cas II- I'entrée sur le marché est immeédiate : v;. < ¢ < V.

Il n’y a d’investissement séquentiel que si v;; < v < Ve OU Vg < ¥ < Vee. Dans ce cas
les régles de décision sont similaires a celles du cas de figure précédent.

Lorsque v;e < v < v, la fonction de valeur F(0,0,v) se confond avec W(1,1,v) et,
I'investissement est fait en une seule étape par l'installation simultanée et immédiate de

deux unités de production, une de chaque technologie. En effet, pour tout v entre les seuils
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Investir dans la
2°"¢ unité de la
méme tech I

Investir dans la
tech I sila firme
possede la tech C
et investir dans la
tech C sila firme
possede la tech 1

Investir dans la
2" unité de la
méme tech C

“«— —

f f f >

0 Vii vy Vi c Vei v Vee

——p¢———————  pt¢———————— P 4——————Pp4———p
initial

Investir dans 2 Investir dans Investir dans 2 Investir dans

unités : tech I la tech I et unités : tech C et la tech C et

attendre tech 1 attendre

Investir dans 2
unités : tech C

Fia. 3.7 — Cas de figure 11

Vic et Vg, la firme a intérét & exercer 'option d’expansion par ’acquisition de la tech C' si
elle possédait la tech I et de la tech I si elle avait la tech C. Par conséquent, elle n’a pas
intérét & attendre, ni pour entrer sur le marché, ni pour compléter son investissement ; le

cott d’opportunité de reporter ces décisions est plus élevé que la valeur d’option.

3.8 Reésultats numériques

Dans cette section, nous présentons les résultats obtenus a partir de la résolution du
probléme d’investissement par une méthode d’évaluation numérique des valeurs d’option,
dont les différentes étapes sont décrites dans ’annexe H.

Le cotit direct d’investissement dans une capacité q est I = 140. Le prix de vente est
fixé & 20 et la capacité d'une unité de production est ¢ = 1. Le cott de production d’une
quantité q avec la tech C est ¢ = 6. Produire q avec la tech I, occasionne un cott variable
v, dont le taux de variation annuel a un écart-type o = 0.3. La firme actualise ses flux de
profits futurs & un taux annuel » = 0.04.

Pour ces valeurs de paramétres, les figures 3.8-3.11 reproduisent les valeurs des porte-
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Fia. 3.8 — Valeur de la firme technologiquement diversifiée
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FIG. 3.9 — Investissement dans la 2°™¢ unité : firme productive avec tech C
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FIG. 3.10 — Investissement dans la 2°™¢ unité : firme productive avec tech I

feuilles finaux possibles et les régles de décision pour le 1¢7 et le 2¢€ investissement.

On retrouve le premier cas de figure discuté dans la section précédente : v; < v <
C < Ve < Uccls-
Lorsqu’on compare les seuils d’investissement dans la méme technologie entre la 1¢7¢

N

2¢M¢ unité de production, il en ressort que la décision est prise & un cotit v plus

et la
élevé quand la firme est inactive : v; > ve et v; > vy et, Ve < Vie €t Vo < Vee. Le
premier investissement permet a la firme de recevoir des profits immédiats et de prétendre
a des bénéfices futurs plus importants, avec I’opportunité de croissance par choix de la
technologie.

Pour les régles de décision d’expansion, la diversification stimule l'investissement :
Vii < Ui €t Ve < vee. La valeur d’'une méme technologie installée est relativement plus
importante par rapport & la valeur d’option, quand le portefeuille final est diversifié que
quand il ne I'est pas. La prime de flexibilité associée a la diversification contribue & la
2éme

compensation de la perte de 'option de reporter le investissement. La détention de

¥ Voir tableau 3.2.
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FIG. 3.11 — Investissement dans la 1°7¢ unité de production

I'option d’optimiser la gestion de la production, réduit le risque du portefeuille. En effet,
elle atténue les conséquences défavorables de 'exposition a I'incertitude, que ce soit le fait
de ne pas pouvoir éviter une hausse du cott de production v ou de ne pas pouvoir profiter
de sa baisse.

Comme attendu, la disponibilité de l'alternative de produire avec la technologie sans
risque augmente le colt d’opportunité de I'investissement dans la tech I et entraine la
baisse des valeurs critiques de v qui déclenchent 1’acquisition de cette technologie & chaque

phase de I'investissement.

Tableau 3.1 : seuils d’investissement dans la tech I

avec et sans la technologie concurrente

tech C disponible tech C non disponible
vj 4.6670 5.2116
Vii 2.3387 3.1848
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3.8.1 Impact de ’incertitude

Comme le montre le tableau 3.2, une hausse de 'incertitude renforce les critéres d’ac-
quisition de la 1¢7¢ et de la 2¢™€ unité de production, en terme du colit v, et augmente
I'attente entre les deux investissements. La valeur d’option des investissements augmente
ainsi que celle de réorganisation de la production (voir figure 3.13). Un report de l'in-

t19, reflete la prise de valeur de

vestissement dans la tech C' relativement plus importan
I'opportunité d’avoir 1'actif risqué par rapport a celle d’avoir 'actif sans risque; le cott
d’opportunité d’investir dans ce dernier augmente. De plus, I'impact d’une augmentation
de l'incertitude sur la décision d’acquisition d’'un méme actif dépend de la composition
courante du portefeuille de la firme. En effet, il est plus grand lorsqu’il s’agit d'une ex-
pansion : | Av—qi” I<| % |, | AU—Z”' <] % | et AU—ZC < %, Av—i’c < %. D’un autre coté,
Ieffet d’une volatilité plus grande dépend de la composition du portefeuille final. Il est

positivement relié au degré du risque induit par la décision d’investissement ou encore

négativement relié a la flexibilité qui en résulte : | % <] % | et % < At
ct Kx c

Vece
9] Avg, Av;; Awv,;
Bl el el A e
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Tableau 3.2 : seuils critiques (¢ = 6, r = 0.04)

Volatilité o

0.2 0.3 0.4
Vee 16.0514 45.4862 185.9393
V2 7.3204 7.9598 8.5650
Vei 4.3372 3.3560 2.6517
Vic 8.5650 11.9733 16.3910
1 4.8159 4.3829 4.1161
Vis 3.3736 2.3387 1.6730
Ve 6.1269 6.6971 7.7137
v; 5.2917 4.6670 4.1161

3.8.2 Impact de la variation du taux d’escompte

Lorsque le taux d’escompte augmente, la valeur de 'opportunité d’investissement di-
minue (voir figure 3.14). La baisse de la valeur présente du cott d’investissement est
accompagnée par la diminution de la valeur présente des projets que la firme regoit en
contrepartie de cette dépense. Les seuils de ‘regret’ vy et vg se rapprochent, indiquant que
relativement ’option de permutation a moins de valeur en cas de diversification. La baisse
des valeurs des projets entraine la baisse de valeur de 'opportunité d’investissement, 1’effet
sur 'investissement est ambigi, comme nous pouvons le remarquer pour certains seuils

critiques dans tableau 3.3.
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Tableau 3.3 : seuils critiques (o = 0.3, ¢ = 6)

Taux d’escompte r

0.02 0.03 0.04
Ve  38.2705 32.1995 45.4862
() 8.7462 8.3438 7.9598
Vg 3.5179 3.6301 3.3560
vie  10.0739 10.3953 11.9733
V1 4.0519 4.2474 4.3829
Vij 2.2311 2.4515 2.3387
Ve 6.8031 6.5928 6.6971
v; 4.3829 4.6670 4.6670

3.8.3 Impact de la variation du cotit de production de la technologie

certaine

Le tableau 3.4 résume les effets d’une variation du cotit de production avec la tech
C sur les seuils d’investissement. Plus le cott ¢ est petit, plus les seuils d’investissement
sont faibles. Il y a un déplacement des seuils critiques dans le sens de variation du seuil
d’investissement en certitude v* = ¢. La valeur de projet que regoit la firme en installant la
tech C augmente de sorte que, malgré la croissance de la valeur d’option d’investir dans cet
actif, le cotit d’opportunité de l’attente augmente (voir figure 3.15). L’avantage que marque
I'actif certain par la baisse du cotlit de production se traduit par des seuils d’investissement
dans la tech C plus faibles, quelle que soit la composition courante du portefeuille de la
firme. L’augmentation de la valeur d’option d’investir dans ’actif sans risque accroit le
colit d’opportunité d’investir dans la tech I, faisant ainsi différer son acquisition, par des

critéres d’investissement plus exigeants (v;, ve; et vy baissent).
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Tableau 3.4 : seuils critiques (o = 0.3, r = 0.04)

Cout de production ¢

6 4 1
Vee 45.4862 11.8199 1.4808
() 7.9598 5.3066 1.3266
Vg 3.3560 2.9219 1.1700
Vie 11.9733 5.0624 0.8154
1 4.3829 2.9219 0.7420
Vi 2.3387 2.0045 0.6969
Ve 6.6971 4.0633 -
v; 4.6670 3.428 -

On peut remarquer aussi que lorsque ¢ diminue, les intervalles d’attente ([vi,vc],
[Vei, Vee] €t [vis, vic]) sont réduits pour la décision d’acquisition de la 1¢7¢ et de la 2°™¢
unité et entre les deux investissements?’. Certains de ces délais disparaissent lorsque le
cotit ¢ est suffisamment petit. Avec ¢ = 1, on retrouve le cas de figure 11 présenté dans la
section précédente : vy < vVie < ¢ < Vg < Vge.

Pour cette valeur de ¢, la fonction de valeur F(0,0,v) se confond avec la fonction de
valeur dominante (supérieure) sur chaque intervalle de v,; figure 3.12. La firme entre sur
le marché immédiatement avec deux unités de production, une de chaque actif, pour tout
v initial compris entre v;. et vg;. 11 est cotiteux & la firme de rester hors du marché, le cott
d’opportunité de Pattente est élevé, si bien que Ioption de reporter I’acquisition de sa 17¢
unité de production est nulle et celle d’investir progressivement disparait autour de c.

Il n’y a d’attente entre la décision d’entrée et la décision d’expansion que sur les inter-
valles [vi;, Vie| €t [Vei, Vee]. Pour toute autre valeur du cotit v 'investissement est instantané

et simultané dans les deux unités de production. Nous obtenons des régles de décision sem-

201 es intervalles [vi5 vis), [Vi, Viel, [Ve, Vei] €t [ve, Vo] sont plus petits.
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blables avec un prix de vente assez élevé pour que le cotit d’opportunité de ’attente annule

les délais dans 'investissement sur l'intervalle des réalisations de v aux alentours du seuil

W (2,0)-21

F(0,0,v)

F(0.1,v)-1

0.7
Vii

0.8
Vie

d’investissement en certitude.

3.9 Conclusion

Nous avons adapter I’approche d’options réelles pour 1’étude de la diversification des
risques par choix des installations de production. Notre analyse s’articule autour d’un
modele d’investissements réels sans contrainte sur le choix des installations de production.
L’entrée sur le marché peut se faire graduellement, avec deux unités productives discrétes
ou en une étape. A la fin du processus d’investissement, la capacité de production de la
firme peut étre du type flexible ou de type non flexible. Les décisions de 'investisseurs sont

prises par rapport a la date de I’acquisition de chaque unité et par rapport a la technologie,

or

11

1.2
Vei

F1c. 3.12 — Décisions d’investissement dans le cas de figure 11

qui va déterminer la nature stochastique ou certaine des cofits de production.
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Les regles de décisions de la firme se présentent comme des stratégies de gestion d’un
portefeuille d’options réelles et d’actifs réels. Ces stratégies s’ajustent aux aléas externes
pour maximiser la valeur du portefeuille de la firme et refletent la disposition de cette der-
niére & exposer sa valeur a 'incertitude. Nous avons montré que l'investissement n’aboutit
pas toujours & un portefeuille final diversifié mais la prime de flexibilité reliée a la diver-
sification technologique stimule 'investissement. En outre le portefeuille final dépend en
général de I'histoire du processus stochastique qui y meéne.

L’évaluation d’'un méme projet d’investissement dépend de la composition courante du
portefeuille détenu par la firme. En effet, le méme actif est acquis plus tot lorsqu’il s’agit
d’entrer sur un marché que quand il s’agit d’expansion. Et la décision de développer la
capacité par l'installation d’'un méme actif, est prise plus tot lorsqu’elle méne a une di-
versification. Lorsqu’il s’agit de diversifier la technologie de production, la firme demande
une prime contre l'incertitude moins élevée. La diversification diminue les risques qui sont
associés 4 une grande exposition comme & la non exposition de la valeur de la firme a
I'incertitude. Avec des installations de production diversifiées, elle a une certaine latitude
qui lui permet de réagir aux aléas, en profitant d’éventuelles bonnes réalisations de la va-
riable sous-jacente, tout en ayant une certaine protection contre les mauvaises réalisations
de cette méme variable.

La sélection d’un portefeuille de titres implique un grand nombre de décisions prises
a4 un moment donné qui correspond au début d’un horizon d’investissement. L’investis-
seur se trouve alors en possession d’un portefeuille dynamique, avec une grande capacité
d’adaptation puisqu’il est sujet & révision a tout instant, moyennant certains cotts de
transaction. Dans cette étape de révision, le ‘timing’ peut étre un élément important pour
I’achat et la vente de titres en prévision des mouvements du marché. Cependant, ceci ne
signifie pas qu’il y a des délais dans la constitution d’un portefeuille.

La diversification d’un portefeuille réduit son risque non-systématique, c’est & dire le

risque relié aux caractéristiques propres des titres et non a leurs co-mouvements avec le
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portefeuille de marché. Plus la corrélation entre les rendements des titres est faible et plus
le bénéfice de la diversification est grand.

Dans notre modeéle, malgré que les projets ne sont pas indépendants, la corrélation
entre les valeurs des actifs est nulle et la diversification procure une flexibilité ou un
certain pouvoir d’adaptation sous la forme d’une option de gestion de la production; un
outil qui n’a pas son équivalent dans la gestion de portefeuille de titres, et qui donne un
peu de flexibilité et de dynamisme au portefeuille de la firme. Il ne s’agit pas de minimiser
la variance du portefeuille de la firme mais plutét de gérer le risque en minimisant les
chances de ‘regret’ du choix de I’actif ou de la technologie.

Pour notre firme, I’étape de la sélection implique une importante mise de fonds irré-
cupérables en contrepartie d’'un portefeuille d’actifs réels immuable. Cette irréversibilité
crée des délais dans I'investissement comme on I’a vu et exclut toute possibilité de révision
ultérieure.

Cependant, pour le cas ou la rentabilité des projets est assez élevée, la décision d’in-
vestissement de la firme est analogue a la sélection d’un portefeuille de titres financiers,
du moins pour certaines valeurs du cotat. Sans délai, la firme constitue sa capacité de
production maximale en diversifiant ses actifs. Evidemment, la flexibilité des portefeuilles
recus n’est pas comparable ; mais ce cas montre qu’en ’absence d’attente le portefeuille
diversifié¢ est dominant : le choix optimal est la diversification.

Dans les autres cas, il existe plus de similitude entre la sélection d’un portefeuille de
titres et ’étape ou la firme détient encore ses options d’investissement, méme si cette der-
niére situation n’implique pas d’engagement réel de fonds. L’étape de gestion dynamique
correspondrait alors,dans une certaine mesure, aux choix des dates et des options & exer-
cer. La différence réside dans le fait que chaque fois que la firme décide de convertir une

option en un actif réel, elle restreint la flexibilité de son portefeuille.
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3.10 Annexes

3.10.1 Annexe A : propriétés des fonctions de valeurs finales

e Courbure de W (2,0,v) :

W(2,0,U) = o _ %%q

r
OW(2,0,v)
ov -

3
—27 <0
W (2,0,v) est une fonction linéaire décroissante en v.
e Courbure de W(1,1,v) :

* Pour les valeurs de v < ¢ (voir (3.29)) :

W(d,1v) _ _ Biq -1

Ov - - 2T(ﬁll_ﬁ2 (%)(ﬁl )_g
Ona:
51>1et52<0:>(,61'6+ﬁ2)<1

v<c= (HB-D <1
Ce qui implique que %(%)(ﬂl_l) — 4] < 0 et par conséquent, que W(1,1,v)

est décroissante en v.

82%(1)12’1’1)) = g;((gll:léi%c(l’ﬁl)v(ﬁld) > (0 = convexité en v sur l'intervalle [0, c|.
* Pour les valeurs de v > ¢ (voir (3.29)) :
ov T 2r(B1—By) \v 27r
Puisque 3, <0 = %(%)(kﬁﬂ < 0 et W(1,1,v) est décroissante en v.
PwW(1,1v) _

St = ’gf((gf:;ig 1=P2)y(B2=2) > 0 = convexité en v sur I'intervalle [c, oc].
Conclusion : Puisque les deux définitions de la fonction W(1,1,v) se rejoignent au
point v* = ¢ par une égalité de valeur et par tangence, on peut conclure que W(1,1,v) est

décroissante et convexe en v sur [0, 00].

3.10.2 Annexe B : conditions d’existence des valeurs d’arrét v,. et v,..

L’équation de Bellman :

F(0,1,v) = max {max {W(0,2) — I ; W(1,1,v) — I} ;
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(R1 — cq)dt + (1 + rdt) ' E[F(0,1,v) /v]}
Soient :
Q(v) = max {W(0,2) — I ; W(1,1,v) — I}
G(v) = F(0,1,0) — Q(v)
&(v /v) : la distribution de probabilités cumulées de v
o Q(v) = W(0,2) —
G(v) =max {0; (Ry — cq)dt — Qv) + (1 +rdt)~! [ F(0,1,v)d®(v'/v)}
G (v) = max {o ; (Ri — cq)dt — (1 — 7)Q(v)

+(1+rdt)~ [[F(0,1,0) — Qv)] d® (v Jv) }

G(v) = max {0 (R1 = cq)dt — FL5Q(v) + (1 +rdt) ™! [ Gv)dd(v'/v)}

Pour qu’il existe une région ou la continuation est optimale, il faut que le second
argument, de ’expression & droite de I’égalité, soit supérieur a 0 pour certaines valeurs de
v. Deux conditions sont nécessaires®! :

1- Une persistance positive de I'incertitude i.e. le processus de v doit avoir la propriété
de ”dominance stochastique de 1¢" ordre”. Dans ce cas la distribution de probabilités
cumulées ®(v'/v) des valeurs futures v’, se déplace uniformément vers la droite
lorsque la valeur courante de v augmente. Le mouvement brownien géométrique
satisfait cette condition.

2- L’avantage de continuer (attendre) par rapport a celui d’arréter (investir) est mo-
notone dans la variable v.

On a:

(R1 — cq)dt — 11‘5,"‘(#9( )| constant en v.

Partant d’une fonction G(v) décroissante, un v plus élevé diminue la valeur espérée

de G(v) puisque qu’il hausse les poids de probabilité attachés aux valeurs décroissantes

21Voir Dixit et Pindyck chap 4
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G(v"). On peut donc affirmer que le second argument

rdt
1+ rdt

(R — cq)dt — Q) + (1 + rdt)~! / G(v)d@(v’/v)]

est décroissant en v. Ce qui revient a dire qu’il existe une valeur de v, & gauche de
laquelle ce terme est positif (continuation optimale) et a droite de laquelle il est négatif
(arrét optimal).

Remarque : dire que G(v) est décroissante implique que F'(0,1,v) est une fonction
décroissante en v = F(0,1,v,. — &) > W(0,2) — I.

e Qv)=W(1,1,v) -1

G(v) = max {0 (Ry — cq)dt — THGQ(w) + (1+rdt) ! [ G)dd (' fv)}

Q(v) est décroissante en v = | (R — ¢q)dt — 11%#9(”)} est croissant en v. Ajoutant

a ce fait la propriété de persistance positive de 'incertitude, G(v) doit étre croissante. En
effet, si on part d'une fonction G(v) croissante sa valeur espérée, [ G(v)d®(v'/v), sera
croissante. Le 2°™€ argument a droite est donc croissant, ce qui permet de conclure qu'il
existe un valeur vg; telle que la continuation est optimale a droite et ’arrét (investissement)
est optimal & gauche.

Remarque : dire que G(v) est croissante sachant que W (1,1,v) et F(0,1,v) sont deux

fonctions décroissantes implique que F(0, 1, v) décroit moins rapidement que W(1,1,v) =

F(O,l,vm'—l—e) > W(l,l,'vm-+5) -1

3.10.3 Annexe C : propriétés de la fonction de valeur F(0,1,v)

e Signe des coefficients F} et Fj :

De I’équation (3.34) : Fol = %ngcﬁf

By >1, By <0 et vee >0 = Fj et Fy sont nécessairement de méme signe. Le terme
a droite dans (3.33) représente la valeur de l'option d’expansion qui est par hypothése

positive. Ainsi, si F] et F» sont de méme signe, elles sont nécessairement deux constantes

positives.
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e Courbure de F(0,1,v) :
En v et en vg, on a (3.34,3.36) :
%—5(0, 1,0¢) =0

aF — ﬂ Vei —
%(07 17'002') - 2(,611,62) (T)(ﬁl 1) _ 1 %

Puisque

B4

etvg <c = (%)Bimh <

donc
B Vei ) (B1-1)
G e) ) <1
et %—5(07 1vvci) = 2(ﬁ?iﬂ2) (%)(ﬁl_l) -1 % <0

La dérivée seconde de F(0,1,v) est positive quelque soit v > 0
PEOLY) _ (8, — 1), F1oB1=2) + (By — 1)ByFyvP2=2) > 0

Ov2
dF(0,1,v)
ov

On peut donc conclure que est monotone et que sur lintervalle [ve;, Ve

OF (0,1
43;)_’UZ<0-

F(0,1,v) est décroissante et convexe en v.

3.10.4 Annexe D : conditions d’existence des valeurs d’arrét v,; et v,

L’équation de Bellman :
F(1,0,v) = max {max {W(2,0,v) — I ; W(1,1,v) — I} ;
(R1 —vq)dt + (1 +rdt) ' E[F(1,0,v")/v]}
Soient :
Qv) =max{W(2,0,v) —I; W(1,1,v) — I}
G(v) = F(1,0,v) — Q(v)
®(v'/v) : la distribution de probabilités cumulées de v.
o Qv) =W(2,0,v) — I
G (v) = max {o L (Ry —vq)dt — 24 Q(v) + (1 +rdt) ! [ G(v)d(b(v’/v)}

14rdt
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(Ry — vq) = r2(v) = (Fa —vq) — (22 — §24 — 1)

La dérivée par rapport a v est égale a : %q > 0.

Le terme {(Rl —vq)dt — 11%11:9( )} est croissant en v.

Donc si on part avec une fonction G(v) croissante, sa valeur espérée le sera aussi’?, et

on aura [(Rl —vq)dt — 2L Q(v) + (1 +rdt) ! [ G(v)d®(v' /v)| croissant en v.

1+rdt

Il existe une valeur critique v; pour laquelle la continuation est optimale & droite et
I'arrét est optimal & gauche.
Remarque : si G(v) est croissante <= F(1,0,v) décroit moins rapidement que
W(2,0,v) = F(1,0,v; +¢) > W(2,0,v55 +¢) — I.
e Qv)=W(1,1,v) -1
G(v) = max {0 i (R —vq)dt — 225Q(v) + (1 +rdt) ™ [ G(v d@(v’/v)}
* W(1,1,v) = Wa(1,1,v)
e e
(£)Pr=1 <0

R et
* W(1,1,v) = Wa(1,1,v)
8[R171)8qvfrﬂ(v)] = —q— 7‘52K’Uﬂ2_1 + %q
$[1- s ]
On sait que :
By <0 —Bs
- B1—Pa <1 1 - B2 (c)1-6,
B >1 (%) >0

B1—By v
v>c = (&)1 <1

Donc |(R; —vq)dt — lj—(f-tdtQ( )} est décroissant en v.
Si G(v) est décroissante en v, alors sa valeur espérée [(1 4 rdt) ™ [ G(v)d®(v'/v)] est
décroissante. Ainsi le 2°™¢ argument & droite de G(v) est décroissant en v

Il existe une valeur v;. telle que la continuation est optimale & gauche et l'arrét (inves-

tissement) est optimal & droite.

22Propriété de Dominance de 197 Ordre du processus de v.
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Remarque : si G(v) est décroissante <= F(1,0,v) décroit plus rapidement que

W(1,1,v) = F(1,0,v;c —e) > W(1,1,v,. — &) — I.

3.10.5 Annexe E : propriétés de la fonction de valeur F(1,0,v)

e Signe des coefficients G1 et Go
Sachant que v;; < c et avec ’hypothése (H —1), on peut affirmer que @ —lvig_ 7>
0. Donc, on doit avoir au moins I'une des constantes G et G2 de signe positif, dans (3.41).
D’apreés la condition (3.42) :
B1_ _ 1.4 =B B
Groy' = —28r T ,6—12G2”ii2
Supposons que G1 est positif :

On a —lﬁi < 0, donc ;ﬁQGQU-ﬁ-Z > () nécessairement ; ce qui n’est vrai que si Go > 0.

Remplagons le'g ' dans (3.41) :

Bo _ By Ry—R; _ 1B1—1viq _
Govy® = BB, p 28, r I

Vi < C
& :}’Blﬂl’v“<cz>'61ﬂlv“q<cq
bl < :
B R R
’ \ . — 1 cq
D’aprés H —1: 2L — 52 —T1>0
Ro—R; _ 1B1=1wiq
= 2= 21ﬁ1 T I1>0

= vaﬁ? > 0.
(3.41) et (3.42) permettent de prouver uniquement que Go > 0. Pour trouver le signe
de la constante G'1, nous allons utiliser les équations (3.39) et (3.40).
(3.40) = vaz» KU’B2 + 2/3 F=Vie — %leg}
Remplagons va'.82 dans (3.39) :
G = =B [Ba=in 2 4 1051 vicg I}

ic T BB 4 2 By T
Pour montrer que G1 > 0, il suffit de montrer que f2=f1 — < 4 1 _%;_h%q I1>0
=B
(/31—/32 >0).

% 4 ou encore

»
—
<
S
s
b
Q
S
0}
=+

Pour utiliser I'hypothése H — 1, on doit comparer B ,zgg
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1B2—1vicq o4 1eg
2 By r 2

T

,32*1 Byt 5,1

ﬂ 1 Po—1 vicq 1cq
ayC ’UZC>C<:>2,62 74>2T

Vie > C

T T 2 By 1

On peut conclure que G1 > 0.

T
Ro— Rl_ﬂ_|_1182_11)w(1 I:| >[RQ—Rl_%ﬂ_I]>O
T

Remarque : pour le cas ol v, < ¢, les équations (3.39) et (3.40) deviennent :

(a) le.ﬁl -|—G2v'.62 :Hv-ﬁ1 +—R2;Rl —%Cr—q—f
()ﬁG’U _)—I-ﬁG’UﬂQl ﬁH’Uﬂll)

(b) = va% = g—;H'vil - g—;lei@

Remplacons va'.g ? dans (a) :

Gl = 57 [t 3 1] ) >0 Gy >0
e Courbure de F'(1,0,v) :

Aux bornes vy; et vje, nous avons :
%—5(1,0,’0“) =24 < 0
ﬁleZ(Cﬁl*l) —4<0 s ve<c

ﬁQKvZ(C’BTU — %g <0 8 vie>c

T

?‘3—5(17 O,Uic) =

La dérivée seconde :

% = (8) — 1)B3,G10P17 D) + (B, — 1) ByGav (P2~ 2)
Br>let G >0 = (B; —1)3,G1v%172 >0
By<0et Gy >0 = (By—1)B,G20F272 >0

donc E)Qﬂ&;ﬂl >0 et ﬂ;;)ﬂl est monotone.

On peut conclure que, sur l'intervalle [v;;, vic], F(1,0,v) est décroissante et convexe en
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3.10.6 Annexe F : conditions d’existence des valeurs d’arrét v, et v,

Nous considérons la décision d’investissement dans la premiére unité de production.
L’équation de Bellman pour ce probléme est la suivante :

F(0,0,v) = max {max {F(0,1,v) — I ; F(1,0,v) — I} ; (1+rdt)"'E[F(1,0,7")/v]}

Soient :

Q(v) =max{F(0,1,v) — I ; F(1,0,v) — I}

G(v) = F(0,0,v) — Q(v)

®(v'/v) : la distribution de probabilités cumulées de v

e O(v)=F(0,1,v)—1

G(v) = max {0 s Q) + (1+rdt) ™! [G(v d(D('v’/v)}

T 14rdt

Pour qu’il existe une valeur (v.) de v telle que la continuation est optimale pour v < v,

et l'investissement optimal pour v > v, [ lj_‘ffdtﬂ( )+ (1+rdt)™t [ G(v)d®(V [v)| doit

étre décroissante en v.

rdt
14rdt

Nous savons que [ Qv )} est croissante en v puisque 2(v) est décroissante. Donc,

pour avoir un probléme d’arrét optimal avec une solution comme nous ’avons posé, il faut

que la fonction G(v) soit non seulement décroissante en v, mais aussi que la décroissance de

rdt
1+rdt

la valeur espérée de G(v) domine la croissance de [ Qv )} . Ce qui revient & supposer
que la fonction F(0,0,v) décroit plus rapidement que F(0,1,v), de facon & assurer la
décroissance de toute I'expression qui nous intéresse.

Une valeur v, qui sépare les régions de continuation et d’arrét, existe telle que G(v.) =
0 et G(ve—e) > 0.

o Q(v) =F(1,0,v) —

G (v) = max {o L =) + (14 rdt) ! [ G(v)dD(v ’/v)}

T 14rdt

Pour qu’il existe une valeur (v;) de v telle que la continuation est optimale pour v > v;

et l'investissement optimal pour v < v;, [ li‘ffdtﬁ( v) + (1 +rdt) ! [ Gv)d®(' /v)| doit

étre croissante en v. Le 1¢" terme est croissant en v puisque Q(v) est décroissante. Il suffit
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que G(v) soit croissante pour que v; existe.

Remarque : G(v) croissante implique que F'(0,0,v) décroit moins rapidement que
F(1,0,v) = F(0,0,v; +¢) > F(1,0,v; +¢) — I.

Si une région d’attente existe, F(0,0,v) est moins décroissante que F(1,0,v) et plus

décroissante que F'(0,1,v) : F'(0,0,v) > F'(0,1,v) et F'(0,0,v) < F'(1,0,v).

3.10.7 Annexe G : propriétés de la fonction de valeur F(0,0,v)

e Signe des coefficients Dy et Dy :

Par hypotheése, il est profitable d’investir dans une capacité ¢ de la technologie sans
risque :

(- -1>0

Nous avons aussi démontré que les constantes Fi et F5 sont positives :

Firott + Fyol? >0

D’apres 'équation (3.46), Dyve' + Dave? > 0. Ce qui nous améne a avancer qu’au
moins 'une des constantes D1 et Dy est positive.

La fonction F(0,1,v) est décroissante en v :

B0V + 3, Dyl = g Y 4 BT <0

8010V = g R + Byl — By Dyl Y

Sachant que 3; > 1 et 85 < 0: Dy < 0 implique que Dy < 0 et que la valeur d’option
(D1vet + Dave?) < 0. Ceci est en contradiction avec (3.46). La constante Dy ne peut étre
que positive.

Supposons que D; < 0, selon I’équation (3.46) on peut dire que :

Dove? > Flugt + Fhug?

Multiplions des deux cotés par 3, (négatif) et divisons par v (positif) :

ﬁzDQUCﬁQil < 52}711)?1*1 + 52F200271

BoFt ™ < gy R
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— ByDovt? ! < Bt T 4 By Bt < B R T 4 By Foug? !
Si Dy <0 = B,D1w2 ' + ByDov> ! < ByDovl?”

f— /BlDl'Ucl_l + ﬁ2D2v02_1 < 61F1'Uc1_1 + 62F2'Uc2_

Ce qui est en contradiction avec ’équation (3.47). Dy ne peut étre négative : Dy > 0.
e Courbure de F(0,0,v) :

D’aprés (3.47) et (3.49) nous avons :
92(0,0,ve) = 2E(0,1,0.) <0
%_5(07071)1') = %_5(1,0,’02') <0

La dérivée seconde de F(0,0,v) :

°F

Ov?

(0,0,v) = B1(B; — 1)D10P1~2 + By(By — 1) DovP>2 > 0

¥ ov>0
La dérivée premiére de F(0,0,v) est monotone, croissante en v. Donc

OF (
l'intervalle d’existence de la fonction.

0,0,v)
—5v < 0 sur

F(0,0,v) est décroissante et convexe en v.

3.10.8 Annexe H : description de la méthode de résolution numérique

Approximation du processus du coit

Le processus continu du cofit

d
@ = odz
)

est tel qu'un changement Av est distribué lognormalement et la valeur espérée de v a t ne
dépend que de la valeur présente observée vg

et sa variance est



Lorsque l'intervalle de temps considéré pour les changements dans la variable tend
vers zéro, la distribution Lognormale est un cas limite du modeéle binomial multiplicatif?3.
Nous allons donc utiliser un modéle binomial d’évaluation d’option.

L’unité de temps, une année, est segmentée en un nombre 7' (7" = 365) d’intervalles
de temps At (At = %) Le taux d’actualisation p correspondant a une période de temps
At est défini comme suit : g = (14 7At)T — 1.

L’évolution de la valeur du cott v est représentée de facon, qu’a chaque période, v
prend uniquement 'une de deux valeurs possibles. La premiére étape consiste a déterminer
les caractéristiques de la loi binomiale que nous allons utiliser pour 'approximation du
processus continu de la variable v. Les valeurs des parameétres spécifiques sont choisies de
sorte que la distribution discréte corresponde a la distribution continue.

Soit la notation suivante :

p : la probabilité d’une hausse de v.

(1 —p) : la probabilité d’une baisse de v.

h : valeur du saut a la hausse de v.

b : valeur du saut a la baisse de v.

At : la longueur d’un pas de temps.

h, b et p sont déterminés par ’approche de Cox-Ross-Rubinstein. Trois conditions
doivent étre respectées : égalité entre les moyennes et les variances des distributions dis-
créte et lognormale et une condition de ‘centrage‘. Cette derniére exigence suppose que la
variable a des mouvements de hausse et de baisse symétriques. L’arbre binomial est par

conséquent défini par les trois équations suivantes :

ph+(1—pb=1

p(h? = 1)+ (1 —p)(p? —1) =" A —1
#Cox , Ross et Rubinstein (1979).
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hb =1

Une solution & ces équations est donnée par :

h = o VAL
1
b= =
h
C1-b
P=3%

Nous posons vg = ¢ comme valeur initiale ou valeur observée du cotit de production.
C’est une valeur pour laquelle la firme est indifférente entre les deux technologies, si elle
ne tient pas compte de l'incertitude. Nous générons un vecteur v de N valeurs possibles du
colit aléatoire, centrées sur vg et respectant la loi binomiale que nous venons de définir. Ce
vecteur constituera I'intervalle des valeurs de v sur lequel nous allons évaluer les fonctions
de valeurs recherchées. Chaque élément de ce vecteur représente un noeud (un instant
donné) a partir duquel et au terme d'un temps At, la valeur du cott v(7) peut augmenter
A hv(i) avec une probabilité p, ou diminuer & bv(i) avec une probabilité (1 — p) 2*.

Lorsque le projet est achevé, la firme se trouve avec I'un des trois portefeuilles suivants :
2 unités de I’actif certain, 2 unités de ’actif incertain ou 1 unité de chaque actif. La derniére
éventualité implique la présence de 'option de permutation de la production entre les deux

actifs. Nous devons donc commencer par calculer la valeur de cette option, pour évaluer

le portefeuille diversifié.

Calcul de la fonction de valeur de la firme diversifiée

Apres avoir calculer la valeur de produire pour les deux possibilités d’organisation de

la production (g avec tech C et %q avec tech I, %q avec tech C et q avec tech I) pour

24 e « L - R N . . . .
248j un saut & la hausse se réalise, le cott passe de v(i) & v(i+1) et si par contre une baisse est observée,

le coiit passe de v(i) & v(i — 1).
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chaque valeur du cott v possible, nous obtenons deux vecteurs W1 et W2 correspondant
respectivement aux deux types d’organisation. Une stratégie optimale de la firme, est de
choisir la répartition de la production de facon & maximiser sa valeur, pour chaque v
possible. Soit le vecteur W tel que W (i) = max {W1() ; W2(7)}. Le minimum que peut
faire la firme diversifiée est d’avoir une valeur V.= W : nous retenons cette limite inférieure
comme fonction de départ pour construire la fonction de valeur V' et évaluer 'option de
permutation. La relation dynamique, qui caractérise la valeur de la fonction V' dans le
temps, est qu’elle est égale au profit courant plus la valeur escomptée et espérée de V' au

terme d’un intervalle At.

siv(i) <c:
. 1 1 . .
V(i) = m(R cq —v(i)= )At + m PV(i+1)+(1—p)V(i—1)] (3.50)
siv(i) >c:
V(i) = ﬁ(Rg — c% —v(i)q) At + m pV(E+1)+(1—p)V(i—-1)] (3.51)

Nous itérons sur tous les éléments du vecteur (fonction) initial V' jusqu’a ce la valeur
de V se stabilise et la relation que nous venons de décrire se vérifie. A chaque itération
et pour chaque v possible, nous calculons la valeur de ’expression & droite de I’égalité
dans (3.50) ou (3.51), selon le cas. Puis elle est comparée a la valeur de V (i), obtenue a
I'issue de l'itération précédente ou la valeur initiale W (i) s'il s’agit de la 1°7¢ itération.
Si 2 7(i)At + m pV(i+1)+(1—-p)V(i—1) > V(i), la valeur V(i) est corrigée
vers la hausse par la nouvelle valeur calculée, sinon, nous passons & 1’élément suivant

de V. Lorsque les changements dans les éléments de V sont plus petits que le critére

Br(i) = (1+u)m (R2 —cq —v(i)3) siv(i) > cet (i) = (1+H)At (R2 —ci —v(i)q) siv(3) >c.
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de convergence (0.0001), les itérations s’arrétent. Nous obtenons la valeur du portefeuille
diversifié V' qui intégre la valeur de 'option de réorganisation de la production.
Les valeurs de la firme avec deux actifs identiques W(0,2) et W (2,0, v) sont représen-

tées par deux vecteurs V1 et V2.

Calcul des fonctions de valeur d’option

La 1¢7¢ étape consiste a calculer la valeur d’option d’expansion, dans chaque sous-
probléme possible. Les valeurs de continuation F(0,1,v) et F(1,0,v) sont obtenues par
une procédure itérative, consistant a construire les vraies fonctions de valeur a partir d’une
conjecture de départ, qui n’est autre que la valeur qu’obtient la firme en investissant tout
de suite (valeur d’arrét).

Soit le vecteur F'1 qui donne la valeur d’option de la firme qui produit ¢ avec une unité
de la tech C, F(0,1,v) pour chaque valeur possible du cotit v. Il y a deux issues pour ce
probléme : soit 'investisseur opte pour la tech C pour sa deuxiéme unité de production
et prend la valeur V1, soit qu’il choisit la tech I et prend la valeur V2%, Le vecteur initial
F1() = max {V1; V}. Pour chaque élément de ce vecteur, la valeur présente espérée de

la continuation sur un intervalle de temps At est :

1 1
- - M _ W —
S I pF1YW(i+1)+(1—p)F1Y (i —1)

qui est comparée a F1(1)(4). Si elle est plus grande, nous la substituons dans F1(1)(4)

(R — cq)At +

pour obtenir une nouvelle valeur F1()(i). A la fin de cette 1*7 itération, nous avons une
nouvelle fonction F1(2) qui est utilisée comme conjecture dans I'itération suivante ; jusqu’a
converger vers la vraie fonction.

La méme procédure est utilisée pour retrouver le vecteur F2 qui donne la valeur d’op-

tion F(1,0,v) de la firme qui produit g avec une unité de la tech I. Dans ce cas, le vecteur

2 ~ . . .
26 Ces valeurs sont nettes des cotts directs d’investissement.
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initial F2(!) = max {V2; V} et la valeur de continuation & la 1°¢ itération et pour chaque

élément est :

1

W(R2 —v(i)q)At +

m pF2M G +1)+ (1 —p)F2M (6 —1)

Avec les deux fonctions de valeur F'1 et F'2, nous avons les stratégies optimales d’in-
vestissement pour la 2¢€ séquence de décisions. Les fonctions F1 et F2 couvrent la valeur
de la firme dans les régions de continuation et les régions d’arrét pour les deux situations
possibles a la deuxiéme étape d’investissement. Pour obtenir les régles de décision, il faut
déterminer les seuils critiques vee, Ve, Vi et . Les seuils ve. et v;. sont les valeurs de
v associées aux premiers éléments des segments communs entre les vecteurs F'1 et V1 et
F2 et V, respectivement. Les seuils v;; et ve; sont les éléments du vecteur v qui corres-
pondent aux derniers éléments des parties communes entre les vecteurs F2 et V2 et F1
et V, respectivement.

Les valeurs espérées de continuation de cette étape sont les valeurs d’arrét dans le
sous-probléme relatif a la 1¢7¢ décision d’investissement. Nous pouvons alors procéder a
I’évaluation de la continuation pour la firme inactive, en partant de la conjecture suivante :
FO) = max{F1—1I; F2—I}*". Aussitot que nous avons la vraie fonction (F(0,0,v))
donnée par le vecteur F', nous dérivons la stratégie optimale pour la premiere séquence de
I'investissement sous la forme de deux seuils critiques v, et v; comme décrit précédemment
pour les autres seuils.

Notre démarche respecte le Principe de Bellman qui stipule qu’une stratégie est opti-
male si, quelle que soit 1'action initiale, les choix qui demeurent constituent une stratégie
optimale pour le sous-probléme, qui débute & 1’état résultant des actions initiales. Les
9éme

stratégies que nous avons déterminées pour ’acquisition de la unité de production

dans les deux états qui peuvent résulter de la 1¢7¢ décision d’investissement, sont optimales

2"Les valeurs F'1 et F'2 nettes du cott direct d’investissement.
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méme si la firme n’a pas optimisé en faisant son 1" choix ; soit au niveau du choix de la

technologie, soit au niveau de la date d’investissement.

3.10.9 Annexe I : effets des variations de o, r et ¢ sur les fonctions de

valeur
500 500 - 10=04
- 400 . 0=0.3
T 300
o -
200
100
500 0
0 10 20 30 0 3
W(2,0,v), W(1,1,v), W(0,2) F(1,0.v), F(0,1,v)
500
450 g
400 g
350 §
300 §
250 §
200 Il Il Il Il Il
0 5 10 15 20 25 3
F(0,0.v)

F1G. 3.13 — Effet d’une variation de la volatilité
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Fi1G. 3.15 — Effet d’un variation du co
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Chapitre 4

Préservation des espéces et valeur
de la biodiversité : une approche

d’options réelles

4.1 Introduction

La biodiversité est définie comme “I’ensemble des patrimoines génétiques des espéces
végétales et animales vivant dans un biotope donné, et par extension dans la totalité de
la biospheére”!. La diversité biologique se rapporte & trois niveaux hiérarchiques : le ni-
veau génétique (génes), le niveau organismes (espéces et individus) et le niveau écologique
(écosysteémes). Les interactions entre ces éléments ou niveaux déterminent I’évolution bio-
logique. En terme d’écosystémes, la biodiversité procure a la vie humaine les supports
physiques et biologiques de base (maintien de la qualité de ’atmospheére et amélioration
du climat, régénération et conservation des sols, évacuation des déchets etc.). Les éléments

de la biodiversité contribuent aussi & l’activité humaine en tant que ressource; une res-

'Encyclopédie Hachette.
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source pour les usages alimentaires, industriels, pharmaceutiques et récréatifs. En outre,
avec le progrés de la biotechnologie, I'information génétique véhiculée par ces éléments
renferme une valeur actuelle et potentielle énorme.

L’extinction est un phénoméne naturel qui fait partie des cycles d’évolution des espéces.
Cependant, par I'extension et le développement de I'activité humaine, 'action de I’homme
est devenue 'une des causes d’extinction (destruction des habitats naturels, surexploitation
des ressources et introduction d’espéces exotiques). La prise de conscience de I'importance
de la conservation des ressources de la biodiversité et du role joué par 'homme dans leur
gestion, a donné naissance a de nombreux travaux et études, écologiques et économiques,
autour de la valorisation de la biodiversité, sans laquelle il n’y a pas de possibilités de
conservation.

Lorsqu’on parle de la valeur de la biodiversité, on parle de la Valeur Economique To-
tale?, un concept utilisé par I’Organisation des Nations Unies dans ses travaux et rapports
sur la biodiversité. Elle comprend les valeurs d’usages directs (consommation et produc-
tion), les valeurs d’usages indirects (maintien de I’équilibre des écosystémes), la valeur
d’existence qui est une valeur intrinséque des ressources de la biodiversité et finalement la
valeur d’option qui est reliée & une utilisation future potentielle de ces ressources.

Plusieurs raisons font de 1’évaluation de la biodiversité ou d’un composant de la biodi-
versité une tache difficile. Tout d’abord, les connaissances écologiques ne permettent pas
de décrire toutes les interdépendances qui existent entres les espéces dans un écosystéme et
toutes les fonctions et services écologiques de chaque composant de la biodiversité (Norton
1988). Par conséquent, I’évaluation des pertes, en valeur indirecte, qu’entraine la dispari-
tion d’une espéce est un probléme qui est loin d’étre résolu. En ce qui concerne la valeur

d’existence, elle est difficilement mesurable parce qu’elle est inhérente aux préférences

2'The Valuation of Biological Diversity for National Biodiversity Action Plans and Strategies, A Guide
for trainers’, par Dominic Moran et Camille Bann, mars 2000. Préparé pour United Nations Environment

Program UNEP.
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des gens, a leur volonté de payer (Moran et Bann 2000). Le calcul de la valeur d’option
nécessite au préalable I'identification de 1’espéce, 'inférence de ses usages possibles, leur
évaluation et 'appréciation de la vraisemblance que de telles découvertes se réalisent a
une date future.

L’objectif ultime des travaux portant sur I’évaluation de la biodiversité est d’illustrer
les bénéfices associés & sa conservation et ainsi asseoir le besoin ou le désir de conserver la
biodiversité sur des bases économiques.

L’analyse des politiques de conservation de la biodiversité et de leur efficacité a été le
sujet de plusieurs travaux, dont nous citons Weitzman (1993) et Swanson (1994). Weitzman
(1993) s’intéresse au coté pratique d’intégrer la fonction de diversité dans 1’analyse des
politiques de conservation de la biodiversité. Dans son exemple, la diversité est définie
comme la mesure des différences génétiques a l'intérieur d’'une méme espéce (grue). A
partir d’estimations des distances génétiques et des probabilités d’extinction, il calcule la
valeur présente espérée de la diversité du groupe d’espéces de grues et dérive la valeur
de la diversité marginale. Cette derniére représente le gain relatif actualisé en terme de
diversité, d’améliorer les probabilités de survie des différentes espéces de grues. L’auteur
montre que la valeur de la diversité marginale dépend plus de la distance génétique de
I’espéce par rapport aux autres que du poids de la menace d’extinction qui la frappe. Ainsi,
une politique optimale de conservation apporte une amélioration effective & la diversité
et non uniquement une amélioration des probabilités de survie. L’analyse n’inclut pas les
autres éléments de valeur (valeur d’usage, d’existence...) dans le probléme de conservation.

Pour Swanson (1994) les ressources biologiques font partie du portefeuille d’actifs des
sociétés humaines. Le processus de développement s’accompagne de désinvestissement dans
certains actifs, d’investissement dans d’autres actifs et de conversion d’actifs. Tout déclin
d’une espéce résulte d’un processus de désinvestissement, soit par la sur-exploitation, ’ex-
ploitation miniére ou par I’épuisement de la biodiversité. Le prix du produit de ’espéce ne

peut servir d’instrument pour une politique de conservation, que lorsque la valeur relative
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de 'espéce et son taux de croissance sont suffisamment élevés.

L’approche des options réelles dans I’évaluation de la biodiversité a été introduite par
Fisher et Hanemann (1986). Ils définissent la valeur d’option des éléments de la biodi-
versité comme le bénéfice présent de conserver la possibilité d’utiliser dans le futur des
ressources de la biodiversité que 1’on peut dissiper aujourd’hui. Il y a une prime addi-
tionnelle & préserver une espéce, une forét pour des usages futurs, notamment si la valeur
future est incertaine et que 'on croit qu’elle peut étre élevée et si I'exploitation courante
ou la conversion peut étre irréversible. Fisher et Hanemann (1986) adoptent I’approche
des options réelles dans le cas de I’évaluation d’'un projet de développement qui conduit a
la conversion irréversible d’un environnement naturel et ou les bénéfices que ce développe-
ment exclus sont incertains. Ils montrent que quelles que soient les préférences au risque,
si les conséquences du développement sont irréversibles, il y a une prime de flexibilité
associée au report de ce développement étant donné la perspective de plus d’information
plus tard avec la résolution de I'incertitude dans le temps.

Dans un cadre similaire d’option réelle, Wesseler (1999) montre que la décision de
I’Union Européenne de reporter le lancement de récoltes génétiquement transformées peut
étre justifiée d’un point de vue économique. Dans son article, Wesseler considére les risques
d’une telle décision au niveau de 'impact sur la biodiversité comme des cofits irréversibles
supplémentaires. Cette irréversibilité des cotits, 'incertitude qui les caractérise et I'incer-
titude sur les bénéfices directs futurs, résultent en une valeur d’option réelle qui favorise
le report du lancement des récoltes transgéniques.

La quantification de la valeur de la diversité des espéces & des fins de production a
fait 'objet de plusieurs études, principalement sur 'utilisation des espéces pour le déve-
loppement de produits commerciaux. Ces travaux, qui se sont particuliérement intéressés
a la recherche de nouveaux produits pharmaceutiques, mettent en évidence la pertinence
économique de cette catégorie de la valeur de 1'espéce et donc de la biodiversité. Cepen-

dant, il existe des différences importantes entre les estimations de la valeur de production
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d’une espéce a travers les différentes études. La valeur de 'espéce est faible lorsqu’elle
est calculée sur la base des cotits de prospection de la biodiversité®. Par contre, elle est
considérablement plus élevée quand elle est basée sur la valeur de marché ou encore sur
les bénéfices pour la santé humaine, des produits développés a partir de ’espece (Fromm
(2000)).

Simpson, Sedjo et Reid (1996) mettent 1’accent sur le fait qu’il existe d’importantes re-
dondances a 'intérieur des groupes d’espéces prospectées. Ce constat implique des possibi-
lités de substitution des espéces puisqu’il est possible d’obtenir le méme composé chimique
a partir d’espeéces différentes et que des composés chimiques différents, dérivés d’espéces
différentes peuvent présenter des caractéristiques similaires relativement a leur utilisation
dans le développement des produits pharmaceutiques. Il en découle que la valeur d’une
espéce dépend non seulement de la probabilité que la prospection d’une espéce méne au
développement d’un produit commercial mais aussi de la probabilité que toutes les autres
espéces ne peuvent y contribuer. Ces auteurs arrivent a des évaluations trés faibles pour
I’espéce marginale et montrent que cette valeur est décroissante relativement au nombre
d’espéces disponibles et croissante relativement & la probabilité de succes. Ils concluent
que la valeur marginale de la diversité d’espéce est négligeable et par conséquent les mo-
tivations de conservation de la biodiversité sont faibles.

Fromm (2000) attribue ce résultat a la grande substituabilité des especes pour ce genre
d’usage qui ne s’intéresse qu’a un segment des caractéristiques de I’espéce. Fromm indique
que cette substituabilité est limitée puisque du point de vue écologique chaque espéce
posséde un vecteur unique de caractéristiques qui est la source d’un vecteur spécifique de
fonctions, qui fait que la substitution compléte d’une espéce dans le systéme écologique
est presque impossible et qui est a ’origine des relations de complémentarité et d’interdé-

pendance entre les éléments de la biodiversité. 11 affirme que la substituabilité des valeurs

3La prospection de la biodiversité est la recherche, parmi les organismes existents naturellement, de

nouveaux produits de valeur industrielle, agricole et surtout pharmaceutique (Simpson et Sedjo 1996).
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de production des espéces découle de la réduction du vecteur de fonctions de I'espéce a
quelques fonctions particuliéres qui peuvent ne pas lui étre exclusives. Pour répondre aux
travaux sur la prospection de la biodiversité qui trouvent de faibles incitations pour la
conservation, Rausser et Small (2000) introduisent le concept de rentes d’information gé-
nérée par la bioprospection. L’utilisation des connaissances et de 'information disponibles
permet de différencier les espéces et d’optimiser le processus de recherche, ce qui incite les
chercheurs & payer des frais d’accés. Les rentes d’information dépendent du degré de dif-
férenciation des espéces et peuvent étre assez importantes pour financer une conservation
significative de la biodiversité.

Est-il vrai qu'on n’aura qu’une faible incitation a conserver la diversité biologique si
on s’intéresse seulement & sa valeur de production et si on considére les possibilités de
substitution des espéces 7 Nous considérons I’espéce dans un sens large, pouvant désigner
tout élément de la biodiversité et particuliéerement les génes et organismes. La conserva-
tion dont il s’agit dans ce présent travail ainsi que dans plusieurs autres des travaux, est
motivée uniquement par une utilisation spécifique et restreinte de la capacité de la biodi-
versité. Pour un utilisateur qui recherche exclusivement la valeur de production d’espéces
substituts, la conservation de la diversité peut étre génératrice de valeur. La valeur de la
biodiversité et 'importance de sa conservation résultent alors de l'incertitude sur la va-
leur future des espéces, des possibilités de substitution entre espéces en cas d’événements
défavorables et enfin de l'irréversibilité de toute perte de diversité.

Par une approche d’options réelles, nous montrons qu’'un producteur bénéficie de la
conservation d’espéces substituables, méme celles qui ne sont pas exploitées ou utilisées
dans I'immédiat. L’adoption de I’approche des options réelles nous parait pleinement jus-
tifiée par 'incertitude entourant les décisions de conservation et par l'irréversibilité des
pertes de diversité. L’irréversibilité provient de I'impossibilité de restaurer une ressource
dégradée a son état originel ou de I'inaccessibilité de cette restauration, lorsqu’elle est envi-

sageable, en termes de cofits ; ces colits sont généralement plus élevés que ceux nécessaires
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a la prévention de la dégradation de la ressource.

L’incertitude est présente a plusieurs niveaux. Les connaissances scientifiques relatives
aux différentes relations et interdépendances des espéces sont continuellement en évolu-
tion ; I'extinction d’une espéce peut entrainer la disparition d’autres espéces. Et méme si
nous nous confinons aux fonctions reliées a la production, deux espéces qui sont compléte-
ment substituables aujourd’hui dans la conception d’un médicament par exemple, peuvent
avoir des avantages inégaux en cas de mutation future du virus a 'origine de la maladie.
Il existe bien d’autres sources d’incertitude, comme la méconnaissance de la résistance
des espéces face & des changements climatiques ou a ’apparition d’un prédateur; il y a
possibilité d’une extinction naturelle qui peut dépasser notre pouvoir de contréle ou de
protection.

Nous présentons un modeéle ot la biodiversité est décrite par la coexistence de plusieurs
espéces. La conservation des espéces engendre des colits continuels; en contrepartie elle
génere des bénéfices d’'usage immeédiats et futurs. La conservation est cotiteuse; elle im-
plique des dépenses explicites ou de renoncer a certaines activités. La suppression de ces
dépenses entraine la disparition irrévocable et immédiate de I’espéce. L’irréversibilité de la
décision de ne pas conserver la diversité biologique se traduit donc par la perte définitive
de la possibilité ou de I'option d’utiliser I’espéce disparue ultérieurement.

Chaque espéce peut procurer au décideur un bénéfice par un usage particulier. Ce
bénéfice est affecté par des chocs aléatoires. Ces chocs résument toute l'incertitude qui
entoure la valeur de 'espéce et ’acquisition de nouvelles informations qui peuvent résulter
en une prise ou perte de valeur.

La substituabilité des espéces est désignée, par plusieurs auteurs, comme une hypothése
qui a un effet dissuasif sur la conservation de la diversité. Nous pensons que la substitua-
bilité peut étre a I'origine de nouvelles options et par suite créatrice de valeur et d’intéréts
pour la conservation. Dans ce but, nous envisageons une situation ou les différentes es-

péces sont des substituts dans leur utilisation et répondent & un méme besoin pour 'usage
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en question. Conséquemment, nous donnons au décideur la possibilité de tirer profit, a
tout instant, de celle qui a la valeur d’utilisation la plus élevée. Ainsi, le décideur détient
I'option d’utiliser une espéce plutdt qu’une autre s’il peut en retirer plus de bénéfice, sans
porter préjudice a ses activités.

En plus de 'option de permutation entre les éléments de la biodiversité dans 'utilisa-
tion, le décideur détient I'option de renoncer a la préservation d’une espéce. Cette derniére
option sera exercée lorsque le cotit d’opportunité de renonciation est compensé par I’écono-
mie faite sur toutes les dépenses futures qui auraient été nécessaires pour la conservation.
Le cotit d’opportunité de laisser disparaitre une espéce renferme le cotit d’en avoir besoin
dans 'avenir et de ne pas pouvoir en disposer.

Pour le cas de deux espéces et avec certaines restrictions sur les fonctions de valeur,
nous arrivons & montrer ’existence d’une période d’attente, pendant laquelle le décideur
éclairé conserve la biodiversité tant que les valeurs relatives des espéces ne lui permettent
pas d’étre raisonnablement certain de la dominance de 'une d’elles. I continue donc a
dépenser pour garder la diversité et ses deux options (option de permutation et option
de renonciation), alors qu'une seule espéce lui fournirait le méme bien-étre instantané.
Cette attente est motivée par un principe de précaution. La perte de la diversité des
espéces étant irréversible, le planificateur social doit se protéger contre un retournement
de situation futur, qui ’aménerait & regretter sa décision de faire disparaitre I'espéce. Il
ne prend donc une décision que lorsque la valeur de 'espéce qu’il va faire disparaitre est
suffisamment dominée par celle qui va subsister. La résolution numérique d’'un modeéle plus
général confirme ce résultat.

La motivation de conservation n’est donc pas détruite par la substituabilité qui, en
réalité, donne & chaque espéce une chance de servir un jour futur pour un usage connu
aujourd’hui. Le décideur trouve un intérét a se réserver le droit de disposer des opportunités
que lui offrent la biodiversité. Un intérét qui se traduit par une valorisation de cette

diversité et par un désir de conservation.
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Plus d’incertitude augmente la valeur de la biodiversité, ainsi que la valeur de ’espéce
marginale qui, comme dans Simpson et Sedjo (1996), est décroissante par rapport au
nombre d’espéces.

Dans la prochaine section nous spécifions le modele général, cadre de I’analyse. Dans
les sections 3,4,5 et 6 nous présentons et résolvons analytiquement une version simplifiée
du modéle. La section 7 et 8 sont consacrées a l'illustration des résultats et a I’étude de
la valeur marginale de la biodiversité. Dans la section 9 nous présentons les résultats de
la résolution numérique du modéle plus général et nous réservons la derniére section a la

conclusion.

4.2 Un modéle d’évaluation de la biodiversité

Dans cette section nous exposons d’abord un modeéle général d’évaluation de la bio-
diversité dans lequel la valeur des espéces découle de leur valeur de production, ou les
espéces sont substituables aux fins de production et cotiteuses & conserver, et ol l'accent
est mis sur la décision de conservation.

La société, que ce soit d’un point de vue d’utilisateur ou de producteur, dispose de
composants de la biodiversité (espéces), qui sont au nombre de n, pour les besoins d’une
activité. Nous pouvons penser a une activité spécifique de production d’un bien ou service
qui peut étre assurée par les différentes espéces. Ou encore a une activité groupant plusieurs
usages reliés aux espéces disponibles, un seul de ces usages étant possible & un moment
donné; il y a substituabilité des espéces a travers celle de leurs usages.

Le passage d’une espéce a 'autre ou d’un usage & un autre n’occasionne pas de colits
supplémentaires pour le décideur. L’usage génére des bénéfices v;; instantanés qui dé-
pendent de I’espéce 7 utilisée. Ces bénéfices sont incertains. L’information relative & 'ac-
tivité et aux espéces, évolue dans le temps de sorte que la valeur d’usage future d’une

espéce ne peut étre connue avec certitude. Nous supposons que la valeur v;; de ’'espéce
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1 évolue suivant un mouvement Brownien géométrique, avec un taux de croissance qui a
une tendance dans le temps «; constante et une variance (fzzdt.
dvi

— = oudt + 0;dz;
(%

ou dz; est 'accroissement d’un processus de Wiener. Les processus de Wiener z; caracté-
risant les innovations sur les valeurs des espéces peuvent étre corrélés : E(dzidzj) = p;;dt.
Il est réaliste de supposer que les changements dans les valeurs des espéces soient cor-
rélés lorsque certaines sources d’incertitude peuvent étre communes; méme marché final
pour des espéces substituts dans I'usage ou interaction entre marchés pour le cas d’usages
substituts. La constante positive «; représente une tendance déterministe de la valeur
de l'espéce. Elle peut résulter d’une tendance de la demande pour la production reliée a
I’espéce.

Pour garder la possibilité d’utiliser une espéce dans le présent ou dans le futur, le
décideur doit dépenser des ressources pour la conserver. Laisser disparaitre une espéce
équivaut a renoncer a son utilisation potentielle future. Nous modélisons les dépenses de
conservation par des colits continus instantanés Cj. La valeur des revenus générés par

I'utilisation & perpétuité de I'une des espéces est :

Et/ e "5y, ds.
¢

Mais le décideur a intérét a utiliser, a toute date future s, 'espéce i qui génére les
bénéfices d'usage les plus élevés. Soit Ty = vy | visvjr V j # 1, si le décideur conserve

les n espéces pour toujours, la valeur nette de ses revenus espérés, a t, est donnée par :

t

V(01ty ey Unt) :Et/ e_r(s_t)Usds—Z/ e "D O ds.
k=1"t

A chaque instant, le producteur peut décider de restreindre la diversité du groupe

d’espéces, réduisant ainsi ses cofits et faisant disparaitre irrévocablement une espéce. Ce
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faisant, il restreint I’ensemble de ses actions futures puisqu’il renonce a ’option de pouvoir
un jour faire usage de l'espéce disparue et & celle de prendre cette décision plus tard. Il
ne s’engagera donc dans une telle décision que si ce cotit d’opportunité ou de renoncia-
tion est au moins compensé par I’économie réalisée au niveau des cofits de préservation.
Ceci rejoint la notion avancée par Swanson (1994) relativement a l'extinction d’especes
suite aux décisions de désinvestissement : un désinvestissement qui découle d’une gestion
d’optimisation du portefeuille d’actifs (n espéces) des sociétés humaines (décideur).

Nous nous trouvons avec un modeéle d’arrét optimal en temps continu & n variables
d’état stochastiques ot n est déterminé par les décisions de conservation passées du dé-
cideur. A chaque instant le producteur compare la valeur nette de garder les n espéces
tout en exploitant la plus rentable, & sa valeur s’il laisse disparaitre une ou plusieurs des
(n — 1) espéces non utilisées. Une fois qu’une décision est prise, ce processus continue
pour les espéces restantes. Nous ignorons l'espéce qui dominerait & un instant ¢ futur,
nous devons donc faire l'exercice décrit précédemment pour les n cas possibles; chaque
cas correspond & un état ot une espéce i (i = 1,...,n) domine et (n — 1) especes j (j # 1)
dont la prolongation de la conservation est & décider.

Ce modéle peut étre formulé et utilisé indépendamment pour chaque usage qui fait
appel a des ressources substituables de la biodiversité.

11 est intéressant de noter que dans le cas symétrique (a; = a et 0, = 0 ¥ i) et
lorsque la corrélation entre les réalisations des valeurs des espéces est parfaite (pij =1),le
modele s’assimile au modele classique d’options réelles (Fisher et Hanemann (1987), Henry
(1974)). En effet, le probléme se réduit a ne considérer la conservation que de 'espéce qui
est initialement la plus rentable, étant donné qu’on n’espére aucun changement au niveau
des valeurs relatives observées des espéces disponibles.

Pour mettre en évidence la valeur de la biodiversité et l'intérét de la conservation,
on peut faire abstraction de certains éléments qui contribuent a complexifier le probléme.

Dans ce qui suit, nous nous proposons de formuler quelques hypothéses simplificatrices
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afin de nous concentrer sur les aspects du modeéle pertinents & notre problématique et

identifier les éléments critiques qui déterminent la valeur de la biodiversité.

4.3 Modéele simplifié

L’objectif de cette section est de montrer, avec un modeéle simple, comment évaluer la
biodiversité par une approche d’options réelles et comment la substituabilité des espéces
dans certaines activités ne supprime pas nécessairement la justification de conserver la
biodiversité. La résolution du modele simplifié dégage des propriétés qualitatives de la régle
de décision qui se retrouvent dans le cas du modeéle général et qui aident a la compréhension
de ce dernier.

Nous allons considérer une biodiversité composée de deux éléments : n = 2. Les deux
espéces 1 et 2 sont symétriques 4; leurs valeurs v7 et vy obéissent au méme processus
stochastique mais sont sujettes & des chocs indépendants, respectivement dz; et dzs.

d’l)i

= adt + odz; (4.1)
Vi

avec Eldz1dzs] = 0. Nous supposons que les réalisations des chocs qui affectent la valeur
des espéces ne sont pas corrélés ; la probabilité que v, augmente, sur un intervalle de temps
dt, est indépendante de la probabilité que v9 augmente ou diminue pendant le méme laps
de temps.

La dépense nécessaire pour maintenir chacune des espéces est proportionnelle & sa
valeur d’usage observée. Plus la valeur de I’espéce est élevée, plus les ressources nécessaires
a sa conservation sont importantes. Le cott de la préservation de ’espéce 7 est une fraction
k < 1 de la valeur v;. Le producteur exploite i lorsque vy > vji (4,5 € {1,2} / ij = 2),

si bien que le revenu net courant est : vy — kvy — kvjr. Comme on va le vérifier, cette

4La symétrie entre les valeurs des espéces au niveau des paramétres de tendance et de volatilité n’est

pas nécessaire, mais simplifie la résolution.
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hypothése sur les cotits de conservation implique ’homogénéité de degré 1 des fonctions
de valeur, qui permet de dériver la régle de décision analytiquement.

A tout ¢t et quelle que soit la situation courante, le producteur doit choisir entre conti-
nuer son activité en conservant les deux espéces ou continuer sa production et arréter de
financer la préservation de l'espéce qui n’est pas utilisée. En d’autres mots, il a le choix
entre attendre en gardant 'option de substituer les espéces & un moment futur, se réser-
vant ainsi 'opportunité d’une utilisation future de I’espéce non exploitée dans I'immédiat,
ou laisser disparaitre cette derniére en supprimant la dépense de conservation. Notons
qu’avec k < 1 le décideur conserve toujours au moins une espéce, ce qui n’est pas le cas
avec des colits de conservation constants. Ainsi en I’absence de diversité la valeur présente

espérée des profits est :

V(vie) = Et/ efr(sft)(l—k)visds
t

- 4=h,, (4.2)

T—Q

La fonction de valeur décrivant le probléme de décision est la suivante :

T
F(vit,v9) = mj@x {Et/ e (51 (1 — k)vs — kvjs) ds + eT(Tt)F(vlT,ng)} . (4.3)
t

ou T' correspond aux dates T}; telles que le rapport Z—j atteint pour la premieére fois

le seuil qui déclenche la décision d’abandon de I'espéce j. Nous décomposons le probléme

(4.3) en deux sous-problémes correspondant chacun au sous-espace (vq,v2) de dominance
de I'une et de 'autre des espéces.

e lorsque vz > v : le décideur exploite ’espéce 1 puisqu’elle est plus rentable et doit

prendre la décision qui maximise sa valeur Fj(vi¢,v9:) quant a continuer ou non a

conserver l'espéce 2 inutilisée,

123



To1
Fi(vie, var) = max {Et/ e " (1 = k)vrs — vas) ds + e’“(Tmt)Fl(me,vam)} :
21 t
sous la contrainte des mouvements de vy; et vo; donnés par (4.1).
e lorsque wvo; > vy : le décideur exploite ’espéce 2 puisqu’elle est plus rentable et doit
prendre la décision qui maximise sa valeur F5(vy,vy;) quant & continuer ou non a

conserver 1’espéce 1 inutilisée,

T
Fy(v1g,v20) = max {Et/t " et (1 = k)ves — kvys) ds + e_T(T”_t)Fz(va,U2T12)} :
sous la contrainte des mouvements de vy; et vy, donnés par (4.1).

A tout t, le producteur maximise sa valeur en choisissant 1’alternative qui lui donne
la valeur la plus élevée; soit de ne plus financer la conservation de ’espéce qui n’est
pas utilisée et se retrouver avec une seule espéce pour assurer son activité, soit décider
de continuer (garder le statu quo) et obtenir le revenu courant d’exploitation plus la
valeur de 'opportunité d’utiliser 'autre espéce si elle devient plus rentable dans I’avenir
et I'opportunité de reporter son extinction & un autre moment futur.

Dans un laps de temps durant lequel ’espéce 1 est la plus rentable et la biodiversité

est conservée, nous avons :

Fy(vig,v) = (1 — k)vy — kvey) dt + e TR [F1(v1g + dvy, v + dvg) Jv].

Aprés un certain nombre de manipulations de cette équation, on obtient 1’équation de

Bellman suivante

rFy (’Ult,vgt)dt = ((1 — k)’l)lt — k’l)gt) dt+ F [dFﬂ . (4.4)

Par une expansion de dF par le Lemme d’Tto et 'utilisation de I’équation (4.1), I’équation

de Bellman devient :
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o 2 0% oF oF
2 1 81}%

V3 0z + vy + v rF1 + (1 —k)vy —kve) =0.  (4.5)

o
2
Cette équation différentielle partielle de second degré capte les relations dynamiques entre
les variables vy et vy et la fonction de valeur du décideur, dans la région de conservation

(continuation) du sous-espace considéré. Elle doit donc étre satisfaite par Fj (v, v2) & tout

t < Toy.

4.4 Résolution de I’équation de Bellman

L’équation de Bellman (4.5) est une équation différentielle partielle de second degré et
a deux variables. Elle admet une solution particuliere F¥(v1,v2) et une solution complé-

mentaire Ff(vi,v2) telles que Fy(vy,ve) = F¥(v1,v2) + Ff(v1,v9).

1-k k
r—a?ll ~ r—a

Une solution particuliere est F¥ (vy,v2) = ( v2) ; homogene de degré 1 en v;
et vo. Nous stipulons que Ff(v1,v2), solution de la partie homogene de I'équation (4.5), est
aussi une fonction h.d.1% en vy et vo. En effet, si les variables vy et vy augmentent dans la
méme proportion, le revenu de production et les cofits de conservation augmentent aussi
dans cette méme proportion. Donc on peut s’attendre & ce que la décision de I'utilisateur
dépende des valeurs relatives ou encore du ratio f}—; et que la valeur d’option soit aussi

h.d.1 en v et vo. Nous posons donc et vérifions plus bas que cette restriction n’ameéne

aucune incohérence :

Ff(v1,v2) = va f1(v) avec v =2
v9

oF _of

81)1 - 8’1)

®Homogene de degré 1.
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OFf _ ;0%

8’02 - 8’0

O2FC 1 0%f

o vy Ov?

PFf 0_282f1
o3 w9 Q2

. OF¢ 9Ff O%Ff 02F¢ .
En remplacant les nouvelles expressions pour FY, oo Goe avfl et avgl dans la partie
homogene de I’équation (4.5),
2 2 17¢ 2 2 e c c
0° 5 O°FF 0% , O°Ff OFf OFf .
— V=5 + = Vy—= + v av —rF =0
o 1t 81}% 9 2 81}% tou oy * 281)2 1
nous obtenons une nouvelle équation homogene en f;(v) :
0 f
2, 20" J1
v ——% + (o —1) fi(v) = 0. 4.6
Lt (o =) i) (46)

Cette derniére a une solution standard de la forme : Ajv%1 + AovP2, ot A; et A; sont
des constantes & déterminer et 3, et (35 sont les deux racines respectivement positive et

négative de I’équation caractéristique’.

3, = 1 + 1 + r—a
T2 Ve o2
1 1 r—a
Fr=g =1tz
La solution compléte de I'équation (4.5) est
s 5, 1—k k
Fl(’l)l,vg) = Ajvov”t + Agvov’? + V1 — v, (47)
r—a r—a«

51 équation caractéristique est celle obtenue en remplacant f(v) par sa solution générale AvP dans

(4.6).
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Fi(v1,v9) est la fonction de valeur lorsque la valeur de 'espéce 1 domine celle de I'espéce
2 et lorsque le producteur désire encore maintenir es en vie’. Les deux premiers termes
de la fonction de valeur F(v1,v2) représentent la valeur des deux options détenues par le
producteur : 'option de laisser disparaitre un jour futur I’espéce non productive et I'option
de pouvoir substituer les espéces de sorte & produire avec celle qui rapporte le plus. Les
autres termes de F'(vy,v2) traduisent la valeur présente espérée nette du producteur si

celui-ci continue d’exploiter e et de conserver les deux espéces pour toujours.

4.5 Reégle de décision

La solution au probléme d’arrét optimal posé plus haut, est une frontiére critique v3(v;)
dans espace (vq,v2) ol v1 > vg, qui délimite la région d’attente (conservation des deux
espéces) de celle d’exercice (abandon de es). La décision de laisser disparaitre I’espéce 2
est optimale pour tout va < vj(v1). Dans la mesure ou Fj(vi,v2) est h.d.1, la régle de
décision ne dépend que du rapport v, si bien que la frontiére v4(v1) est une droite qui part
de Porigine et le long de laquelle le rapport % est constant.

Sur la frontiére critique les conditions d’égalité des valeurs et de tangence suivantes

doivent étre satisfaites :

1—-k

Fiv,v3) = ——

U1 (4.8)

8F1 (’01,’03)
——==0. 4.9

s (4.9)
La condition (4.8) nous dit que sur la frontiere v3(v1) le décideur est indifférent entre
la conservation de la biodiversité et la perte de 'espéce 2. La condition (4.9) égalise les

variations marginales de la valeur de continuation et de celle d’arrét évaluées a v3 suite

"e; : espeéce 1.
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A une variation de la valeur de es. Ces deux conditions garantissent 'optimisation de la
décision d’arrét et le passage de maniére continue entre les deux régions. En intégrant la

solution donnée par (4.7), les équations (4.8) et (4.9) se réécrivent comme suit :

%, U1 %, U1 k *
Alvg(—v;)'gl + Agvg(—v;)ﬁQ 2= 0 (4.10)
_ LIV Vg, K _
(=BG + (1= ) A~ —0, (411)

D’apres Iéquation (4.10), le producteur ne renonce a 'espéce 2 que lorsque la valeur
d’option qu’elle génére par son existence, nette des cotits qu’il faut débourser pour la
maintenir en vie, s’annule. Donc une fois que le bénéfice supplémentaire (Alvg(z—;)ﬂl +
Agvg(%)ﬁ2) découlant de la diversité des espéces arrive juste a compenser le cott de la
conservation de cette diversité (%vg), il devient désirable de laisser disparaitre la seconde
espéce et par le méme coup perdre la biodiversité. Pour garder une espéce il faut que sa
contribution a la valeur totale a travers la valeur d’option qui lui est associée soit supérieure
a son cott de conservation.

Connaissant la forme de la solution vj(v1), nous posons Vo = % > 1 linverse de la

Vg
pente de la droite v3(v1) et nous réécrivons (4.10) et (4.11) :
k
AV 4 AV — =0 (4.12)
r—a
8 B, __k__
(=B AVy" + (1= By) A2V — —— = 0. (4.13)

4.6 Le passage de la dominance d’une espéce a ’autre

Puisque les espéces sont symétriques, nous aurons le méme probléme dans le sous-

espace (v1,v9) ou lespéce ey est plus rentable (v > v1). Gardant la méme définition de

128



v = %, la valeur de conservation de la biodiversité est

1—k k
FQ(Ul,Ug) = Blvgvﬂl + BQUQUﬂQ + Vg — V1. (4.14)

rT—« T—Q

Dans cette région, la décision de laisser disparaitre ’espéce e; est caractérisée par une
N oy * 5 e s 7
frontiére critique vj(v2) partant de l'origine et ayant une pente constante V; = o < L
Pour tout v; < v](v2) ou encore pour tout f}—; < V11, il est optimal de cesser de conserver
e1. Les mémes conditions d’arrét que (4.8) et (4.9), nous ménent aux deux équations

suivantes :

BVt + BoVy? —

Vi=0 (4.15)

k
5131‘/1/81 _|_52_B2V'1ﬂ2 _ p—

=0. 4.1
~Vi =0 (4.16)

Dans notre démarche, nous avons scindé le probléme d’évaluation de ’option en deux
problémes selon 'espéce dominante. Sachant qu’a tout moment la situation peut étre
renversée, dans le sens que 'espéce dominante peut devenir la moins rentable. Si les réali-
sations de v1 et v9 font de sorte que la frontiére vy = vo; est franchie d’un coté a I'autre,
la valeur du producteur passe de Fj(vi,v2) & Fa(vi,v2) ou l'inverse suivant la situation
qui primait. Ce passage entre les deux fonctions de valeur implique que sur la frontiére
v = vy il y a égalité et tangence entre Fij(vy,va) et Fy(v1,v2); la transition se fait de
fagon continue et optimale. Nous pouvons donc ajouter deux conditions supplémentaires
au systéme d’équations (4.12), (4.13), (4.15) et (4.16), qui seront vérifiées par Fj(vi,v9)

et Fo(v1,v2) & v1 = vy ou encore & v = 1. Posons :

F1 (’01, ’02) = ’UQGl (’U)

Fy(v1,v2) = v2Ga(v)
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avec

1-k k
Gl(v):Alvﬂl+A2vﬂ2+r—av_r—a
-k &k

GQ(’U) :Bl’v’gl +BQU'82—|-—
rTr—o rTr—o

v,

égalité de valeur et tangence & v =1 :
G1(v) = Ga(v) (4.17)

9G1(v) _ 9Gs(v)

. 4.18
ov ov (4.18)
Les équations (4.17) et (4.18) donnent :
A1+ Ay = By + Bo (4.19)
1
B1 A1+ BaAz + o B1B1 + B2 Ba. (4.20)

Ces deux derniéres conditions établissent les relations entre les constantes Ay, As, By, Ba,
que nous introduisons dans les équations (4.12), (4.13), (4.15) et (4.16), pour enfin aboutir

aux deux équations suivantes oil les seules inconnues sont les rapports V; et Vo,

_ - 1
BVa P = (B, — V) 4 - (4.21)
_ _ 1
—BVy ) = (= )Y — (4.22)
Rappelons que V; = % mesure la pente de la frontiére linéaire vj(v2) et que Vo = 5—21

mesure la pente de la droite correspondant & la réciproque de v;(v1). Les deux espéces

étant symétriques, nous devons avoir 1} = V2_1.
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4.7 Illustration et récapitulation

La solution est entierement décrite par les équations (4.12), (4.13), (4.15), (4.16), (4.19)
et (4.20). Les constantes Vj et V,, pentes respectives des frontieres critiques v} (ve) et
v~ (vy) sont définies de fagon implicite par les équations (4.21) et (4.22). Pour illustrer la
solution, nous fixons des valeurs pour les parameétres du modeéle. Un taux d’actualisation
r = 0.08, une dépense de conservation représentant k = i de la valeur courante de I’espéce,
un taux de croissance déterministe o = 0.04 pour la valeur de ’espéce et une volatilité de
0% = 0.02. Les valeurs choisies pour les paramétres sont arbitraires, néanmoins elles nous
permettent d’analyser qualitativement la décision de conservation de la biodiversité et ses
déterminants dans le contexte de notre modéle.

Nous reproduisons ci-aprés les solutions sur la figure 4.1, ou vj(v2) et vi(vi) sont

représentées sur le méme repére (v, v9).

%] 7 —
vV, Vi (V) -7 V=V,
5+ o
4l Extinction el
de e, e
Conservatjen des
3+ Deux espéces
7 - *
-7 Vi (vy)
2+ I
e Extinction
1+ L
- de e,
1 2 3 4 5 Vi

Fi1G. 4.1 — Décision de conservation : frontiéres critiques
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Dans la région ou ’espéce 1 est plus rentable et donc sous la bissectrice, la courbe
décrit la frontiére des valeurs de vy au-dessous desquelles la valeur relative de l'espéce
2 est assez faible pour qu’il ne soit plus désirable de la garder, sachant que I'extinction
de celle-ci est irréversible. De méme, 'aire au-dessus de la bissectrice est ’ensemble des
combinaisons de v7 et vy tel que c’est es qui domine du point de vue rentabilité. La courbe
a gauche est ainsi la frontiére qui, pour chaque valeur de vo, donne la valeur critique de vy
en dessous de laquelle il est optimal de laisser disparaitre e;. L’ensemble des points (v, v9)
constituant la surface entre les deux frontieres vj(v1) et la réciproque de vj(v2), sont des
combinaisons de réalisations des deux variables pour lesquelles le producteur conservera
tous les éléments de la biodiversité, méme si son revenu immédiat est assuré par un seul
d’entre eux.

Dans un probléme sans incertitude, la décision de laisser disparaitre ’espéce qui n’est
pas exploitée est prise sans délai; les deux droites représentant les frontiéres de la région
de conservation sont confondues. Le producteur conserve ’espéce qui a la valeur la plus
élevée et se débarrasse de 'autre; il réduit ainsi ses cotits et maximise son bénéfice. En
tenant compte de I'incertitude, qui accentue le probléme d’irréversibilité, nous trouvons
que la biodiversité a une valeur, consistant en une possibilité d’utilisation future d’une
espece.

L’existence de I'espéce substitut augmente la valeur du producteur par la création
de l'option de substitution et donne une valeur a la diversité biologique. En effet, dans
I’'exemple cité plus tot, nous trouvons que la valeur d’option nette des cotits de sa détention,
atteint les 14% de la valeur totale, lorsqu’elle est & son maximum (sur la ligne d’égalité des
deux variables v; et v9). Plus les réalisations de (v, v9) se rapprochent de I'une ou I’autre
des frontiéres critiques, plus I’avantage de 1'une des espéces se renforce et plus faible est
la valeur du substitut. La valeur d’option s’annule lorsque la valeur relative du substitut
atteint le seuil, donné par la pente des frontiéres critiques, dissipant ainsi la valeur de la

biodiversité.
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L’importance de cette valeur d’option que procure la diversité biologique crée un espace
d’attente ou d’inaction dans lequel la conservation de la biodiversité est optimale; le
producteur est prét & dépenser pour préserver une espéce malgré son inutilité immédiate.
La conservation de la biodiversité n’est pas une option dans le cas certain ou la diversité
n’a aucune valeur et oul les deux frontiéres critiques se confondent avec la bissectrice. Par
contre, dans notre illustration la conservation correspond a la décision du producteur a
Vintérieur de Iaire, délimitée par v; ! (vg) et v3(vy ), une surface qui représente presque 53%
de I’espace total. Autrement dit, les combinaisons des réalisations (v1, v2) pour lesquelles le
producteur préserve la biodiversité représentent plus de la moitié des réalisations possibles.
On peut en déduire une forte motivation de conservation de la biodiversité décrite par
les deux especes substituts. Une partie des revenus de production sert & assurer ’accés

immédiat a I’espéce exploitée et un acces futur possible a celle qui ne ’est pas.

4.8 La valeur marginale de la biodiversité

Simpson, Sedjo et Reid (1996), en tenant compte de la substituabilité de la valeur
de production des espéces, trouvent que la valeur de ’espéce marginale est décroissante
par rapport au nombre d’espéces disponibles. Plus la biodiversité est riche en termes de
ressources, et plus faible est la contribution de I’espéce a la valeur totale. Pour vérifier
cette relation, nous allons comparer la valeur de ’espéce en biodiversité a sa valeur en
I’absence de diversité.

Dans le contexte de notre modéle, la valeur marginale de la biodiversité est la valeur
additionnelle, attribuable & I’espéce marginale. L’espéce marginale sera celle conservée et

non exploitée dans 'immeédiat et V;,,;(v1,v2) sa contribution & la valeur totale du décideur.

1-k

T—«Q

Vimi(v1,v2) = Fj(v1,v2) — vj ol (vi (v5) < v <wj).
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La valeur de I’espéce marginale est égale a la valeur totale de la biodiversité moins celle
d’usage de 'espéce productive. D’apres les équations (4.7) et (4.14), Vini(v1,v2) est aussi

égale a la valeur d’option nette des cofits de conservation :

v v k

le(vl,vg) = Bl’l)g(—l)’gl —l—BQUQ(—l)'BQ — m ou (UT(UQ) < < ’Ug).
V2 V2 rT—«Q
v v k

Vmg(’vl,’vg) = Alvg(—l)’gl +A21)2(—1)’62 — V9 ou (U;(’Ul) <y < ’01).
(%) (%) r—«

En l'absence de biodiversité, la valeur d’usage nette V(v;) de 'espéce qui subsiste est
donnée par I’équation (4.2) :
1—k
V(’UZ) = V;.

T—«

Puisqu’il n’y a que deux espéces, Vj,i(v1, v2) représente aussi la valeur de la diversité :

Vmi(vl,vg) = Fj(vl,vg) — V(’Uj).

On peut montrer que la valeur de ’espéce marginale ¢ est croissante avec sa valeur
d’usage v;, elle s’annule en v} (v;) et atteint son maximum en v; = v; (voir annexe A).
Pour comparer les valeurs de ’espéce ¢ en présence et en I’absence de ej, nous illustrons

dans la figure 4.2 Vp,;(v1,v2) et V(v;) dans le plan v = vy. D’aprés ce graphique on a

V(’Ui) > Vmi(vl, ’Ug).

Le terme a gauche de I'inégalité est la valeur du sacrifice de laisser disparaitre e;, lorsqu’elle
est la seule espéce disponible. Le terme & droite de I'inégalité représente la valeur de ce
méme sacrifice quand les deux espéces existent. Ce méme terme représente aussi la valeur

qu’ajoute la diversité a la valeur d’exploitation de e;. La perte de diversité augmente la
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F1G. 4.2 — Valeurs de I'espéce marginale

valeur de ’espéce. Plus le nombre d’espéces disponibles est grand, plus la contribution de
I’espéce marginale a la valeur de la biodiversité est faible. Pour notre décideur la perte
d’une espéce correspond a celle de la biodiversité et lui enléve toute flexibilité qui lui est
associée, alors que ce ne sera pas le cas s’il disposait de trois espéces. Dans ce dernier cas,
il gardera toujours la possibilité d’intervertir dans I'usage les deux espéces qui subsistent,
ainsi qu’une option d’abandon ; le cotit d’opportunité de la perte de I’espéce marginale est
moins important.

Ce résultat est similaire a celui de Simpson, Sedjo et Reid (1996) relativement a la
décroissance de la valeur marginale de l'espéce par rapport au nombre total d’espéces
disponibles.

Plus la proportion (k) du revenu qui doit étre investie dans la conservation est élevée
et plus la valeur additionnelle générée par la diversité (valeur marginale) est faible rela-
tivement & la valeur totale. Il cotite plus cher de conserver la biodiversité, en dépensant

aujourd’hui pour maintenir 'option d’une utilisation potentielle future d’une espéce. Le
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cotit d’opportunité de la diversité augmente, écourtant ainsi la période de conservation®.
Par contre, plus 'incertitude sur les valeurs futures des espéces est grande, plus la va-
leur marginale de la diversité est importante. En effet, la valeur de 'opportunité d’une
utilisation future de I’espéce substitut augmente ainsi que celle de 'option de I'abandon-
ner. L’écart entre les frontiéres critiques augmente ?, traduisant le report des décisions de
renonciation a la diversité dans le temps. L’existence de la seconde espéce apporte une
assurance pour le producteur contre les mauvaises fortunes. Plus ses revenus futurs sont
incertains, plus il va accorder de l'importance & cette assurance, ou alternative, fournie
par la diversité. Le désinvestissement dans I'actif qu’est I'espéce revient a se départir d’'un
portefeuille diversifié pour se trouver avec un autre qui ne I’est pas. Plus les valeurs des
actifs (espéces) sont volatiles plus le désir de diversification est grand, particuliérement
lorsque les réalisations de ces valeurs sont indépendantes.

Nous n’avons considéré qu’'une partie de la valeur totale économique de I’espéce. Une
sous-évaluation de I’espéce entraine une sous-évaluation de la biodiversité. Ceci se traduit
par une décision de renonciation prématurée relativement a une décision fondée sur une
évaluation exhaustive. Mais on croyait que les possibilités de substitution réduisaient la
valeur d’une espéce. Nous avons montré qu’une option de substitution, au contraire, confére
de la valeur a I’espéce. En effet, la substituabilité crée une valeur d’usage, a travers I’'option
d’utilisation, pour une espéce dont la valeur de production aurait été nulle, puisqu’elle est
non exploitée dans 'immédiat.

Dans ce modéle, ’espéce qui subsiste ne sera jamais abandonnée. La valeur d’option
s’annule en I’absence de diversité et puisque les dépenses de conservation sont fixées & une
proportion des revenus générés par I'utilisation de ’espéce, il ne sera jamais désirable de la
laisser disparaitre tant qu’elle est productive. Le cott d’opportunité de son extinction est

le revenu du producteur, qui est toujours supérieur aux cofits de conservation qui seront

$Voir figure 4.3
9Voir figure 4.4

136



V2 6+ .
-
,
,
,
s
5¢ >
.
4 -
. -~
7z . - - -
4t / .
. 7 V2'(v1)
7 -
7 ’ _ - -
4 -
3 . -
e - —
s 7 _—
, -
e - - /
4 ’ - - - ///
2t ) P =
s ’ Phe _—
7 _ - /
s ’ e //
1+ ST
4 . -7 /////
T~
////
-

Vi

Vi (v2)
0
V, 6 )2 (R 0,<0;
o
,
,
5 /
,
, -
, -
7 .
4+ L o Va(v1)
/ -
/ -
, -
7 ~ 4
3l 7 » P
4 ’e
e - - ////
7 > _—
2 // e - ///
e ’e /
7 P -
’ e _—
// e ///
1 ay /
e
e
////
0 1 2 3 4 5 6
Vi

FiG. 4.4 — Effet d’'une variation de o2 sur les frontiéres critiques

137



économisés. Si le cott de conservation ne diminuait pas avec la valeur de l’espéce, un
colt constant par exemple, alors il serait optimal de laisser s’éteindre ’espéce qui subsiste
pour des réalisations de valeur faibles, et probablement, il existerait des situations ou on
assisterait a la disparition des deux espéces en méme temps.

L’hypothése d’homogénéité de degré 1 des fonctions de valeur et par suite celle de cotits
de conservations proportionnels, nous a permis de résoudre algébriquement le probléme
d’évaluation de la biodiversité et de décision de conservation. Dans la section suivante, nous
délaissons cette hypothése pour revenir au cas plus général ot le cotit de conservation est

constant et indépendant de la valeur de ’espéce.

4.9 Evaluation numérique de la biodiversité pour le modéle
général

Dans cette partie, I’hypothése d’homogénéité de degré 1 des fonctions de valeur est rela-
chée. Le cotit instantané de conservation d’une espéce est C' constant. Pour des réalisations
faibles des valeurs des espéces, le profit du décideur peut étre négatif. La conservation de
la biodiversité devient relativement plus cotiteuse que dans le premier modeéle. Dans ce cas,
il n’est plus plausible que I'espéce qui subsiste sera conservée pour toujours. En ’absence
de biodiversité, le décideur garde I'option d’abandonner 1’espéce encore disponible si ses
revenus le justifient. Une situation de disparition compléte de biodiversité est possible.

Sans ’hypothése d’homogénéité de degré 1, nous ne pouvons aller aussi loin que dans le
modele simple dans la résolution analytique du probléme d’évaluation de la biodiversité et
de conservation de I’espéce substitut. Cependant, nous nous attendons que les principaux
éléments de la régle de décision soient similaires, notamment la dépendance des frontiéres
critiques & I’égard des valeurs relatives des espéces. En revanche ces frontiéres ne seront
pas linéaires et doivent étre compatibles avec I’abandon des deux espéces pour des valeurs

faibles de ces derniéres.
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Nous nous proposons donc de déterminer algébriquement la fonction de valeur du
décideur et la régle de décision d’abandon, en ’absence de diversité, puis d’utiliser une
méthode d’évaluation numérique pour la détermination des valeurs d’option, en présence

des deux espéces.

4.9.1 Valeur d’une espéce en 1’absence de biodiversité

La valeur du décideur ne disposant que d’une seule espéce comprend les profits de
I'usage courant et la valeur de I’option d’abandon. Le probléme du décideur, a tout ¢t < T,

est le suivant :
T
Va(vit) = max {Et/ e_’“(s_t)(viS —C)ds + e_T(T_t)V(viT)} .
t

La solution de ce probléme d’arrét optimal par I’exercice de 'option d’abandon, donne la
fonction de valeur V,(v;) et la valeur critique v} au-dessous de laquelle le décideur renonce

a la conservation de I'espéce,

Vi(v) = D2 4 i _ € (4.23)
rTr—« r
ou :
1 «(1-52)

P=hr—a”

* /62 (T—Q)C.

vV, =

2
By —1 r
Le décideur continue & conserver la seule espéce qui existe méme en subissant des

pertes. En effet, au moment de I’abandon : v} = %@E < C'; le revenu d’usage

réalisé ne couvre pas le cotit de conservation de l'espéce!?. C’est le résultat bien connu du

modele classique des valeurs d’option (Brennam et Schwartz (1985), Dixit (1989)).

10_By (r—o
Ei_lﬁTl < 1.
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4.9.2 Résultats de I’évaluation numérique :

Nous gardons la symétrie des mouvements des valeurs des espéces v et vy (voir (4.1)).
Prendre des valeurs différentes pour les parametres de tendance (a) et de volatilité (o)
n’apporte aucun élément intéressant pour la discussion poursuivie et les objectifs de ’ana-
lyse. En effet, on ne fera qu’avantager ou défavoriser les réalisations des valeurs d’une
espéce par rapport a 'autre.

En ce qui concerne le coefficient de corrélation de l'incertitude autour des réalisations
des valeurs des espéces, il peut étre non nul si certains chocs qui affectent ces derniéres
sont communs. Certaines découvertes (scientifiques, écologiques) peuvent concerner les
deux espéces. Les deux espéces ont en commun l'usage qui leur confére une valeur de
production. Des chocs sur les connaissances, sur les gotits, ou sur les technologies utilisant
les espéces seront communs et les affecteront de maniéres corrélées. La corrélation est
positive si elle augmente ou diminue la valeurs des deux espéces en méme temps; elle est
négative si elle renforce I'avantage d’une espéce par rapport a I'autre. Nous simulons le
modele d’abord sans covariance, puis avec des covariances positive et négative entre v, et
V9.

Etant donné que notre objectif est d’apporter des réponses plutot qualitatives que
quantitatives a la question d’évaluation et de conservation d’espéces substituables, le choix
des valeurs des parameétres est en fait arbitraire. Nous supposons que sur une année, I’écart-
type du taux de variation de la valeur de I'espéce est 0 = 0.2 et le taux de croissance
déterministe est a = 0.04. Le taux d’intérét annuel est » = 0.08 et le cotit de conservation
d’une espéce est C' = 4. La méthode d’évaluation est décrite dans I’annexe B.

La figure 4.5 reproduit les courbes des frontieéres critiques v} (v2) et v3(v1) dans un
repére (vy,vs). Les courbes vl (vg) et v3(v1) se rejoignent au point (v}, v3) sur la bissec-
trice (v] = v4). Ce point correspond aux seuils critiques d’abandon pour chaque espéce,

en D'absence de biodiversité.
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F1G. 4.5 — Décision de conservation : frontiéres critiques

Pour toutes les combinaisons des réalisations entre les deux courbes, le décideur conserve
les deux espéces. C’est dans cette situation que la biodiversité a une valeur, au-dela de
celle de I’espéce en usage. Lorsque vg observée est inférieure ou égale a vj(v1) et v; > o7,
il est optimal de ne conserver que I'espéce productive 1. Ici la biodiversité est sans valeur
mais I’espéce 1 a tout de méme une valeur d’usage. De méme quand v; < v} (v2) et vy > v3,
le décideur a intérét a ne préserver que ’espéce productive 2. Dans ces deux régions, 'uti-
lisateur continue a exploiter et conserver l’espéce qui subsiste. Par contre si les valeurs

*

des deux especes sont chacune plus faible que v},

aucune espéce ne justifie son coit de
conservation et la décision optimale est de mettre fin a I'existence des deux espéces. Non
seulement la valeur de la biodiversité est-elle nulle; les valeurs d’existence des espéces le

sont aussi.

Dans un environnement défavorable aux deux espéces, leur extinction est inévitable.
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Les cotits de conservation sont relativement élevés par rapport a leurs valeurs d’usage, de
sorte que le décideur renonce a toute activité. La probabilité d’une reprise en faveur de
I'une des espéces est faible, si bien qu’elle ne justifie pas I'exposition a de plus lourdes
pertes.

V.
v

Sur la frontiére 'v;-‘ (vi), le rapport 2t est croissant. Lorsque les réalisations s’améliorent

J

pour les deux espéces, la valeur relative de v; par rapport a v;, sur la frontiére critique,
est de plus en plus grande. Autrement dit, il faut que la dominance de l'espéce qui va
subsister soit de plus en plus marquée pour justifier la perte de diversité.

La valeur d’option associée a la biodiversité est régie par deux courants. D’un coté,
les augmentations de la valeur d'usage v; de I'espece non productive rapprochent le point
(v1,v9) de la bissectrice et de I'autre coté celles de v;!! Iattirent vers la région critique.
En effet, s’il y a une hausse de v; l'opportunité de substituer les espéces dans 'usage
prend de la valeur et celle de renoncer & 1’espéce en question en perd. Ceci résulte en une
augmentation de la valeur de la biodiversité. Par contre, lorsque ce sont les réalisations de
v;'2 qui sont & la hausse nous avons Deffet contraire. La probabilité d’utiliser 'option de
substitution diminue et celle de renoncer a la diversité augmente. Un rapport ;’—]’ croissant,
exprime la prédominance d’une progression de v; sur celle de v; et donc de I'option de
substitution sur 'option d’abandon.

Le processus d’évolution des valeurs des deux espéces fait que, quand les réalisations
sont élevées, il y a beaucoup de chance qu’elles le restent. Dans cette zone de valeurs, le
décideur donne relativement plus de chance a 'espéce inutilisée en gardant l'option de
s’en servir et celle de reporter la perte de diversité plus longtemps. Avec la valeur d’option
qui augmente et le cott de détention (de conservation) constant, l'incitation a préserver

la biodiversité est plus forte.

La figure 4.6 représente les régles de décision de conservation dans les deux modeéles :

UValeur de I’espece productive.

"2Valeur de ’espéce productive.
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F1G. 4.6 — Regles de décision avec les deux types de cotit de conservation

avec cofits proportionnels et avec cofits constants. Avec un cofit de conservation propor-
tionnel & la valeur d’usage, la conservation est plus importante pour des réalisations de
valeurs d’usage (v1,v9) relativement faibles. Tant que le décideur choisit 1'usage le plus ren-
table, les profits courants sont toujours positifs, ce qui n’est pas le cas pour le deuxiéme
modéle. 11 n’y a de désintérét pour la conservation de I’espéce substitut que lorsque sa
valeur d’option ne justifie plus les dépenses.

A partir d’un certain point, la situation se renverse et ¢’est le modele & cotits constants
qui donne une plus grande valeur a la biodiversité et donc a la conservation. En effet, pour
une méme réalisation v, par exemple, le décideur qui supporte des cofits de conservation
constants, renonce a I’espéce 2 a une valeur d’usage vs plus élevée avant le point d’inter-
section des frontieres v%(v1) et moins élevée au-dela. A 'encontre du premier modale, plus
les réalisations de vo sont bonnes plus le cott relatif de la conservation de es est faible, par
rapport a sa valeur d’option. L’avantage des cotits proportionnels, pour la conservation,

disparait lorsque les valeurs d’usages sont assez élevées. Leur croissance avec la valeur
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de I'espéce non exploitée favorise I'extinction, en dissipant la valeur d’option reliée a la

diversité.

Impact de I’incertitude sur la décision de conservation

10

) .
9 - - vy V)0, 42 o -

8 - Vi w0 S E

4 +— 1 —

Vol o,

F1a. 4.7 — Effet d’une variation de l'incertitude

Une hausse de l'incertitude affecte la décision de conservation & deux niveaux. Tout
d’abord, le seuil critique d’abandon de ’espéce en I’absence de diversité diminue. La valeur
d’option associée & la conservation et 'exploitation de I'espéce qui subsiste augmente et
ralentit ainsi le désinvestissement. Ensuite, en biodiversité, la valeur de I'espéce marginale
augmente avec la volatilité des valeurs futures d’usage ainsi que le désir de conservation.
Notons que plus les réalisations sont élevées plus 'impact de I'incertitude sur la valeur de
la biodiversité, ou plus précisément sur la valeur des options qu’elle crée, est important,

reportant encore plus la perte de diversité!s.

13Voir figure 4.7.

144



Impact de la corrélation des valeurs des espéces sur la décision de conservation

Avec une corrélation entre les chocs qui affectent les valeurs d’usage futures, les fron-
tiéres critiques délimitant les régions de disparition de la diversité se rapprochent de la
bissectrice. L’espace des réalisations (v1,v2) pour lesquelles le décideur conserve la biodi-
versité se contracte (voir figures 4.8 et 4.9). Cette corrélation produit un effet similaire
a une réduction de l'incertitude sur les réalisations futures. Elle affaiblit I'incitation a la
conservation. Plus les réalisations des variables sont élevées, plus l'effet de la corrélation

est renforcé; I’écart entre les nouvelles et les premiéres courbes!* est plus important.

v2

2+ vvy)

vl

F1G. 4.8 — Effet d’une corrélation positive.

En effet, une partie du choc affecte de la méme maniére les deux variables (espéces),
lorsque py9 > 0, le décideur peut alors ignorer cette catégorie de 'incertitude qui ne lui

apporte aucune information additionnelle pour ’aider & prendre sa décision. Elle ne lui

" Les frontiéres critiques obtenues avec p;, = 0.

145



permet pas de promouvoir une espéce par rapport & 'autre. Par conséquent, il ne va
intégrer que la partie de l'incertitude pertinente dans son processus de décision, ce qui

équivaut a une diminution de la volatilité des réalisations.

1) e
vy (Vz)]p =0 vy (Vz)]p =05
2 2

v2

2 wivy)

vl

Fia. 4.9 — Effet d’une corrélation négative

Lorsque p;5 < 0, il y a beaucoup de chance qu’un choc favorable sur la valeur d’usage
de I'une des espéce, s’accompagne d’un choc défavorable sur la valeur de 'autre. L’avantage
d’une espéce par rapport & 'autre s’affirme plus rapidement : ¢’est comme si la résolution
de l'incertitude est accélérée dans le sens que le décideur regoit 'information dont il a
besoin pour prendre sa décision en moins de temps.

Une corrélation des réalisations de vy et vs réduit la valeur de ’espéce marginale et
donc celle de la biodiversité. Il s’ensuit une motivation plus faible pour la conservation des
espéces.

Avec une corrélation parfaite positive p;, = 1, la biodiversité n’a aucune valeur; La

valeur d’option de substituer les espéces disparait. Le probléme du décideur se résume alors
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F1G. 4.10 — Décision de conservation avec corrélation parfaite positive

a déterminer v} ; ¢ = 1 si initialement v1 > vy et i = 2 si v9 > vy. L’espece la moins rentable
est abandonnée immeédiatement puisqu’on n’espére pas qu’a un moment futur elle peut
devenir plus intéressante que l'espéce exploitée : la probabilité que v; et v; augmentent
(diminuent) dans la méme proportion est de 0.5, de sorte que le ratio 3—]’ est constant dans
le temps. La décision porte donc sur la détermination du seuil v} jusqu’auquel le décideur
est prét a conserver l’espéce i qui subsiste. On retrouve ici le modéle d’options réelles
standard comme un cas particulier du modeéle que nous avons adopté pour I’évaluation de

la biodiversité (figure 4.10).

4.10 Conclusion

Notre modélisation de la valeur d’usage direct de la biodiversité et du probléme d’ex-
ploitation de ses composantes & des fins de production est sans doute trés simplifiée.

Néanmoins, elle résume les aspects les plus importants dans I’évaluation de la biodiver-
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sité, soit I'irréversibilité de 'extinction des espéces et l'incertitude autour des valeurs et
des possibilités d’usage futurs des espéces.

Nous avons montré comment on peut aller au-dela d’une évaluation standard d’option,
qui confere de la valeur aux espéces individuellement, pour évaluer 'option de substitution
de ces espéces dans 'usage qui est source de valeur pour la biodiversité.

Dans les deux modeles considérés, avec cotit de conservation proportionnel et cofit
constant, nous trouvons que la flexibilité associée a la diversité peut justifier une disposition
a la conservation de la part du décideur. La biodiversité crée des options réelles, qui
trouvent leur origine dans la substituabilité de ses ressources. Cette caractéristique méme
a été désignée comme la cause de la sous-évaluation de la valeur d’usage de la biodiversité
et donc comme un handicap pour la préservation des espéces. Le désinvestissement dans
une espéce entraine la dissipation de la biodiversité. Le cotit d’opportunité de cette décision
consiste en une perte de la possibilité de prendre cette méme décision plus tard dans le
temps et de celle de faire usage de I'espéce & tout moment futur.

Pour la résolution du probléme du décideur, nous avons déterminé sa valeur dans
chaque état possible : une seule espéce est conservée, les deux espéces sont conservées.
Nous avons scindé la région de diversité en deux sous-espaces, correspondant chacun a
I’exploitation de I'espéce & valeur d’usage la plus élevée et a la conservation de toutes les
ressources disponibles. Nous avons pu ainsi évaluer implicitement ’option de permutation
entre les espéces ou les usages.

La régle de décision de désinvestissement dans la conservation des espéces est décrite
par deux frontiéres critiques qui séparent des deux cotés la région de continuation (pré-
servation) des régions d’arrét (extinction), dans I’espace des combinaisons possibles des
valeurs des espéces. Dans le modeéle ou le cotit de conservation est constant, les régions
d’arrét comprennent un sous-espace de faibles réalisations dans lequel il y a un abandon
total des ressources de la biodiversité.

La valeur de I’espéce marginale ou encore la valeur marginale de la biodiversité est
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exprimée par la valeur d’option qui lui est attachée. Elle décroit avec le nombre d’espéces
disponibles. Plus la biodiversité est riche en ressources, plus le cotit d’opportunité de
I’extinction d’une espéce, une perte marginale de biodiversité, est faible. Dans ce cas, le
décideur garde toujours une flexibilité assez importante en renoncant a 1’espéce marginale.

L’incertitude sur les valeurs d’usage futures augmente la valeur d’option, et donc celle
de l’espéce marginale, et élargit la région de conservation. Par contre, I’augmentation de la
covariance entre les chocs qui perturbent les valeurs d’usage se recoupe avec une diminution
de l'incertitude sur les valeurs relatives des espéces ; la conservation ou ’attente est moins

longue.

4.11 Annexes

4.11.1 Annexe A : valeur de ’espéce marginale

o vi(v2) < wy < wy: espéce marginale est e;

k
Vi (v1,v2) = 3102( )'61 + BZW( )ﬂQ - U1

(] V2 T—«Q

Vi1 k
" = j3,B S B L L
o = b 1v2( ) + B2 Bava( 2) r—aQ

?*Vin 8,2 62
2 = (31(81 — 1)317)2( ) 172+ Bo(By — 1) Bava( 2) 2
1

Vi, OVim ;
Br>1let By <0= Tﬁl > 0= Tt est croissante en vy

% =0 (4.15)= F v/ vi(v2) <v1 <wy: ‘W’”l >0

A vy =vf(v2) :
Donc la valeur de 'espéce marginale V1 (v1,v2) est croissante en v;.

e v3(v1) < wy < v : espéce marginale est ey

U1

k
Vima(vi,v2) = A1U2( )'81+A2U2( )Pz —

(] (] T—

V2
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B >1let By <0= % >0= aav—;;‘? est croissante en v9
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= By (1 — By) Arwy TP B — 31 — By) Aguy 1HP2)y B

A vy = vi(vy) ang; =0 (4.10)= F vy/ vi(v1) <wa <wy: —8;/522 >0

Donc la valeur de 'espéce marginale V,,o(v1,v2) est croissante en vs.
Sur la bissectrice (v1 = v2) @ Vp1(v1,v2) = Vina(v1,v2) (4.17) et la valeur marginale

de la biodiversité atteint son maximum.

4.11.2 Annexe B : description de la méthode d’évaluation numérique

Les valeurs des espéces v et vg suivent des processus de diffusion symétriques :

dv;
l' = adt + odz;

V4

E(dz1dz) = prg

Une année est subdivisée en un nombre 7' (7' = 365) d’intervalles de temps At (At =
%) Le taux d’actualisation p correspondant & une période de temps At est défini comme
suit : p = (1+rAt)T —1.

La situation de départ est décrite par des réalisations observées (v1, vo) identiques, nous
posons vy = 4 comme valeur initiale pour les deux variables. A ce stade, nous considérons

que les réalisations des variables d’état sont indépendantes : p;o = 0.

Approximation des processus continus par une loi binomiale : p;5 =0

Pour calculer numériquement la valeur d’option et déterminer par la suite les fron-

tiéres critiques, nous nous basons sur un algorithme dans lequel la fonction de valeur
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est construite par itération sur une fonction initiale en utilisant la définition méme de la
dynamique de choix du décideur. Tout d’abord, nous procédons & une approximation les
mouvements Browniens géométriques continus par une loi binomiale. I’arbre binomial cor-
respondant aux processus continus est construit selon I’approche de Cox-Ross-Rubinstein.
Les caractéristiques de 'arbre binomial, soit le saut a la hausse, le saut a la baisse et la

probabilité de chacun de ces événements, sont :

~ hi—D;
Cette approximation est valide pour les deux processus des deux variables d’état vy
et vg, lorsque les deux distributions continues sont indépendantes (p;5 = 0). Le calcul des

probabilités conditionnelles dans le cas ol p;o # 0 est présenté dans ’annexe C.

Calcul de la fonction de valeur

Partant de l’arbre binomial décrit plus haut, on génére un vecteur (de dimension N)
de valeurs possibles centrées sur la valeur initiale (vg) pour chacune des variables vy, vs.
Par construction, les éléments de ces vecteurs sont ordonnés du plus petit au plus grand.
L’espace des réalisations possibles (v, v2) est composé de toutes les combinaisons possibles
des éléments de ces deux vecteurs.

Pour chaque valeur possible de v; (i = 1,2) correspond une valeur finale espérée
Vai(vi)'® , qui prend la valeur 0 pour les réalisations inférieures & v}. Puis, pour toutes

les combinaisons possibles (v, v2), max {Va1(v1), Vaa(v2)} sera un élément d’une matrice

Y Equation (4.23).
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W (de dimension N x N), dont les éléments couvriront tous les points de l'espace des
réalisations. Etant donné la symétrie entre les deux variables d’état, W est une matrice
symétrique par rapport a la diagonale et chaque partie au-dessus et au-dessous de la dia-
gonale représente une région de dominance de 'une et ’autre des espéces. Les éléments
de la matrice W constituent les valeurs de départ pour la construction de la matrice F
correspondant a la fonction de valeur F'(vy,v2).

La matrice F' est construite par itérations successives en commencant par la fin, c’est
a dire par une situation ot 'option d’abandon est exercée immédiatement, ce qui implique
que F et W sont identiques lors de la premiére itération. chaque itération applique un
processus d’optimisation par lequel le producteur choisit la décision qui maximise sa valeur,
entre attendre et continuer & conserver les deux espéces, d’une part, et laisser disparaitre
I’espéce non-productive dans I'immédiat, d’autre part. En partant avec une matrice initiale
Fiter—0 = W, a chaque itération nous corrigeons la valeur des éléments de F' (issue de

l'itération précédente) en la comparant & sa valeur espérée au bout de At :16 :

1 1
Fiter(l,c) = max {F(iterl)(l7 c); m(vz’ —20)At + m(pIPQFiter—l(l +1,c+1)
+p1(]- _pQ)Fite'rfl(l + ]-76 - ]-) + (1 —Pl)(l _p2)}7iter(l - 1; Cc— 1)

+(1 _pl)pQFite'r(l —1,c+ 1)}

v; = max {vy,v2} au point (/,c). Chaque élément révisé est intégré dans Fie, et est
utilisé pour la correction des éléments suivants.

A la fin de chaque itération, les nouvelles valeurs calculées pour les éléments de F sont
comparées a leurs valeurs avant le début de l'itération courante. Si la différence de valeur
de 'élément qui a subi le plus grand changement est inférieure & un certain critére de

convergence, les itérations s’arrétent.

Y6(1,¢) : point correspondant & la 1"®™¢ ligne et la ¢**™ colonne.
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Notons que les premiéres et derniéres lignes et colonnes de F' ne sont pas touchées par
la correction apportée aux autres éléments de la matrice. La 1¢7¢ ligne et la 17 colonne
correspondent respectivement a l’axe des v1 (v2 = 0) et & 'axe des vy (v; = 0). Pour ces
combinaisons de valeurs, il est optimal d’abandonner I’espéce sans valeur si bien que les
valeurs initiales sont correctes dans ce cas. L’invariabilité de la N%™€ ligne et la N€me
colonne de F borne la correction des éléments correspondant aux valeurs élevées de vq
et de vo. Les effets de I'erreur d’évaluation qui en découle, faiblissent lorsqu’on s’éloigne
de ces deux extrémités. 11 suffit que IV soit assez grand pour obtenir une approximation

satisfaisante de la fonction de valeur sur des intervalles de v et v9 acceptables.

Détermination des frontiéres critiques

Pour extraire les courbes des valeurs critiques v} (v;) (i =1,j =2eti=2,j=1) et
les représenter dans un repére (vy,v2), les étapes suivantes sont nécessaires :
e Déterminer la région ot uniquement e; subsiste, en vérifiant U'égalité : F(l,¢c) =
W(l,c) dans la partie de dominance de e;.
e Faire correspondre a ces éléments de F' les combinaisons (v, v2).
e Trier les points (v1,v2) pour ne retenir que ceux qui délimitent la région en question :

our v; donné retenir v; le plus élevé, puis pour un meéme v;, retenir v, le plus faible.
j ) ) j]

4.11.3 Annexe C : calcul des probabilités conditionnelles

Le calcul des probabilités conjointes des réalisations de vy et vy est basée sur le travail
de Boyle (1998). Soient la notation suivante :

v{ : valeur courante de e;.

v§ : valeur courante de es.

v{uy : valeur de e; aprés un saut a la hausse.

v9ug : valeur de ep aprés un saut a la hausse.
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v{dy : valeur de ey aprés un saut a la baisse.

v§dy : valeur de ep aprés un saut a la baisse.

v{M; : moyenne de la distribution lognormale de v;.
vy Mo : moyenne de la distribution lognormale de vs.
(v9)?V; : moyenne de la distribution lognormale de v;.
(v9)?V, : moyenne de la distribution lognormale de vs.

v{v§ R : espérance conjointe de vy et va.
M; = e
Vi = M? [ea?h — 1}
R = M Myef120192h

u; = AoiVh

Les événements possibles se résument a quatre situations :
Eveénement probabilité | valeur de ey | valeur de eq
Ey P1 viug AL
E2 P2 vi’ul ’Ugdg
Es 3 vid; v5dy
Ey P4 v7dy ViU

En égalisant les espérances et variances des distributions continue et discréte, on obtient

les probabilités en fonction des sauts.

(p1 + p2)viur + (p3 + pa)vidy = v{ M,
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(P1 + pa)vgug + (p2 + p3)vada = v M

(p1 +p2) () *ud — (V)2 MF) + (p3 + pa)((v7)2d] — (v9)*MF) = (v9)* W

(p1 +pa) ((v3)*u3 — (V8)2M3) + (p2 + p3)((v5)°d5 — (v3)*M3) = (v5)*V2

(pruqgug + paurdy + pa3didy + padyug)vivy = vivs R

avec :

pr+p2t+p3tpi=1

u1d1 =1

usdy = 1

Nous avons deux espéces symétriques :
] =0 =«
01 =02=0

Uy =Uy =u

di=dy=d
My =My =M
Vi=Ve=V

Les événements E» et F4 se produisent avec la méme probabilité : ps = p4.

A partir de ces huit conditions, on obtient les probabilités :
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(Mu—1)(1 —u?) + (Ru? — 1)(u? — 1)
(u? —1)(2u? — 3u* + 1)

b2 =Ppa =

_ Vur+ M -1
b1 = (U2 — 1) 2

_ Ru? — u? 2u? — 2t

On fixe A de fagon a avoir des valeurs acceptables pour les probabilités.
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Chapitre 5

Conclusion générale

La présence d’options diverses pour la réalisation d’un projet confére une valeur ad-
ditionnelle a la flexibilité et, le choix entre ces options est déterminé par leurs valeurs
relatives. Cette flexibilité est valorisée par une plus grande volatilité de la variable sous-
jacente a la décision d’investissement.

Avec une opportunité de constituer un portefeuille de technologies, 'irréversibilité des
engagements réels crée des délais dans 'investisssement et ainsi une divergence par rap-
port & la sélection d’un portefeuille financier. L’investissement n’aboutit pas toujours & un
portefeuille final diversifié méme si les valeurs des actifs (technologies) ne sont pas corrélés.
Cependant, nous avons montré que dans les cas ol I'attente n’est pas optimale le porte-
feuille diversifié est dominant. La prime de flexibilité associée a la diversification technolo-
gique stimule I'investissement : 'investisseur est moins exigeant quand il s’agit d’acquérir
la technologie par I'exercice d’une option de diversification plutot que par ’exercice d’une
option de spécialisation.

Considérant la situation inverse, ¢’est a dire les décisions de renonciation a la diversifi-
cation, nous avons pris le cas du portefeuille de ressources naturelles. Nous avons montré

qu’un modeéle d’options réelles peut étre adapté a I’évaluation de la biodiversité, non pas
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par les valeurs individuelles de ses ressources mais plutét par les possibilités de substitu-
tion de celles-ci dans I'usage ou des options de substitution de leurs usages. La flexibilité
reliée & la biodiversité peut justifier une disposition non négligeable & sa conservation et
donc une réticence du décideur & échanger un portefeuille naturel diversifié contre un autre

qui ne 'est pas.
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